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Capitolul 1

Spatii vectoriale. Spatii
euclidiene

1.1 Elemente teoretice fundamentale

Definitia 1.1.1 Se numeste spatiu vectorial o multime nevida V pe care
avem definite doua legi de compozitie, una internd notata

P+ VXV =SV, (zy) cx+y
st cealaltd externd notata
"R XV =V (a,z) — ax,
unde K— camp (corp comutativ), pentru care avem indeplinite proprietatile:

1. (V,+) este un grup abelian

alz+y)=ax+ay, Va,feK, VzyecV
(a+pB)zr=ax+py, Va,BeK, VzeV
a(fr)=(af)x, VYa,feK, VeV
l-x=z, VaxeVl.
Elementele multimii V' se numesc vectori, elementele cAmpului K vor
fi numite scalari, iar legea de compozitie externa va fi numita tnmultirea cu

scalari. Pentru K = R sau C vom spune ca V este un spatiu vectorial real,
respectiv spatiu vectorial complex.
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Definitia 1.1.2 O submultime nevida U C V se numeste subspatiu vec-
torial al K-spatiului vectorial V' daca

1.Ve,yeU=2z4+yecU
2Vae K VxelU=axrel.

Teorema 1.1.1 O submultime U C V' este un subspativ vectorial daca si
numai daca
Ve,yeU Va,feK=axr+ pyecl.

Propozitia 1.1.2 Daca Vi i Vo sunt doud subspatii vectoriale in K -spatiul
vectorial V', atunct submultimile:

VinVa siVi+Vo={veV|v=uv+uve, vi € Vi, vy € Va}
sunt subspatii vectoriale.
Propozitia 1.1.3 Daca Vi N Ve = {0}, atunci descompunerea v = v1 + vo
este unica iar suma Vi + Vo va fi numita suma directa gi va fi notatd cu

Vi @ Va. In plus, dacd Vi @ Vo =V, atunci Vi si Va se numesc subspatii
suplementare.

Fie B = {e1, €2, ...,e,} 0 submultime de vectori a unui spatiu vectorial
V peste campul K. Multimea

L(B) = {ate; + ases + ... + anen | oy € K, Vi=1,n}

se numeste acoperirea lintard a multimii B sau spatiul vectorial generat
de submultimea B. Este de notat faptul ca L(B) reprezinta un subspatiu
vectorial al lui V.

Definitia 1.1.3 Mul{imea B se numesgte sistem de generatori pentru
spatiul vectorial V daca L(B) =V.

Astfel, multimea de vectori B este un sistem de generatori pentru spatiul
vectorial V' daca

YVoeV, daj,an,..,a, € K astfel incAt v = aje; + ages + ... + apey,.

Definitia 1.1.4 Mul{imea B se numeste lintar independenta daca egal-
itatea

aie1 + agses + ... + ane, = 0y

are loc numai pentru o = ag = ... = o, = 0. In caz contrar, spunem ca B
este un sistem de vector: lintar dependent.
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Definitia 1.1.5 Se numeste baza a spatiului vectorial V, un sistem de vec-
tori B care satosface conditiile:

1. B este liniar independenta;
2. B este un sistem de generatori pentru spatiul vectorial V.

Deoarece se poate demonstra cd numarul de elemente al oricarei baze
B a unui acelasi spatiu vectorial V' este acelasi, se noteaza cu dimg V =n
numarul elementelor dintr-o bazi oarecare. Acest numéir se numeste dimen-
siunea peste K a spatiului vectorial V.

Teorema 1.1.4 (Grassmann) Dacid Wi i Wy sunt doua subspatii vecto-
riale ale unui spatiu vectorial V, atunci este adevarata egalitatea

dimg (W1 + Wa) = dimg Wi + dimg Wy — dimg Wi N Wh.
In particular, avem: dimg W1 @ Wo = dimg W1 4+ dimg Wh.
Daca B = {e1, e, ...,e,} este o bazd a unui spatiu vectorial V, atunci
VoeV, Al x,x9,.. 2, € K astfel incAt v = x1e1 + zaes + ... + Tpeén.

Definitia 1.1.6 Matricea (x1,z2,...,2,) € M, (K) reprezintd coordo-
natele vectorului v in baza B.

Fie B’ = {€}, €, ...,e},} o altd baza in V. Atunci, avem descompunerile
unice

Definitia 1.1.7 Matricea Mpp "2 C = (¢ji)i j=1m € Mn(K) (in care sunt
puse pe coloane coordonatele vectorilor €} in baza B) se numeste matricea
de trecere de la baza B la baza B'.

Fie v € V un vector arbitrar i fie

I 1‘1

To xh
X = si X' =

Tn, x,

coordonatele vectorului v in bazele B si B'.
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Propozitia 1.1.5 Legatura intre X si X' este data de relatia matriceald
X=C-X.

Propozitia 1.1.6 Fie B = {e1,ea,...en} 0 bazd in spatiul vectorial V', si fie
sistemul de vectori

n
S =A{vi,v2,..,0} CV, v = ch-jej, 1=1,p.
i=1

Atunci, numarul mazxim de vectori liniar independenti ai sistemului S este
dat de rangul matricii C.

Observatia 1.1.7 In R", rangul matricii coordonatelor unui sistem de vec-
tori exprima numdarul mazim al vectorilor liniar independenti.

Observatia 1.1.8 InR3, trei vectori sunt liniar independenti dacd si numai
daca determinantul matricii determinate de cei tret vectori este nenul.

S& consideram acum V ca fiind un spatiu vectorial real.
Definitia 1.1.8 O aplicatie (,) : V x V — R, avdnd proprietatile:

(i) (z,y) =y, z), YVaz,yeV;

(ii) (az,y) = a(z,y), Yace K, Vaz,yeV;
(ili) (z+ 2" y) = (z,y) + (&' y), Va,2,yeV;
(

iv) (x,z) >0, Vaz €V, cu egalitate daca si numai daci x = 0,

se numeste produs scalar pe spatiul vectorial real V.
O pereche (V, (,)), reprezentand un spatiu vectorial real inzestrat cu un
produs scalar, se numeste spatiu vectorial euclidian.

Teorema 1.1.9 Intr-un spatiu vectorial euclidian (V,(,)) are loc inegali-
tatea Cauchy-Schwarz

<l‘ay>2 < <l‘al‘> ’ <ya y>v

egalitatea avdnd loc daca si numai daca vectorii x iy sunt liniar indepen-
denti.
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Notiunea de spatiu euclidian este extrem de importanta in algebra
liniard, deoarece permite introducerea notiunilor de lungime (norma) a unui

vector
|[z]| = /{z, z),

distanta
d(z,y) = [lz -yl
si unghi ¢ € [0, 7] format de doi vectori x i y:

(z,y)

CoOS P = —————.
][ - [yl

Evident, din definitia unghiului dintre doi vectori, rezultd cd intr-un
spatiu euclidian doi vectori nenuli x si y sunt perpendiculari (ortogonali)
x 1 y daca si numai daca (z,y) = 0.

Definitia 1.1.9 Sa consideram (V,(,)) un spativ euclidian de dimensiune
dimg V = n gi fie B = {e1,ea,...,en} 0 baza a lui V. Baza B se numeste
baza ortonormata a lut V daca sunt indeplinite conditiile

(€i,ej) =0, Vi#j=1n

§t

lleill =1, Vi=1n.

Sintetizand, vectorii unei baze ortonormate sunt unitari si ortogonali doi
cate doi. Am dori s& mentiondm c& bazele ortonormate sunt cele mai con-
venabile pentru descrierea proprietatilor algebrice si geometrice ale spatiilor
euclidiene.

Teorema 1.1.10 (de existentd a bazelor ortonormate) Fie (V,(,))
un spatiu vectorial euclidian n-dimensional. Daca

B = {v1,v2,...,05}

este 0 baza oarecare a lui V', atunci existd o bazd ortonormata
B ={ej,ea,....en}

a spatiulut euclidian V', obtinuta din baza B.

Constructia bazei ortonormate B’ din baza oarecare B este datd de
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Procedeul de ortonormalizare Gramm-Schmidt

(1) Construim vectorii ortogonali

fi1 =1,
o (v f1)
f2_/U2 Hfl”2 fla
(v, f1) (v3, f2)

B=vs = e R

o ), ufe) . (i fic)
B R T R T T e T
_ - <U7L7f1> o <Unaf2> . o </Un,fn71>
o= o = R T YRR T T e
(2) Vectorii din baza ortonormatd B’ = {eq, e, ..., €, } sunt
1 o
ei—m-fi, Vi=1,n.

Fie (V,(,)) un spatiu euclidian si fie W un subspatiu vectorial al lui V.

Definitia 1.1.10 Multimea

Wt={veV|vlw YweW}

este un subspatiu vectorial al lui V' si se numeste complementul ortogonal
al lui W.

Observatia 1.1.11 Intotdeauna avem descompunerea V=W & W=,

1.2 Probleme rezolvate

Problema 1.2.1 Fie (V,+,:) un spativ wvectorial real.  Pe produsul
cartezian V€ =V x V definim operatiile de adunare a vectorilor i de in-
multire a lor cu scalari complecsi:

(1,91) + (22,92) = (21 + 22,91 +¥y2),
(a+ip) (z,y) = (ax — By,ay + Bx), Y a,BER, i*=—1.
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Sa se arate ca, in raport cu aceste operatii VC este spatiu vectorial complex
(acest spatiu poarta numele de complexificatul lui V).

Rezolvare. Se gtie cd produsul cartezian (V' x V,+) este un grup
abelian cu elementul neutru (Oy, 0y ), opusul unui vector (z,y) fiind vec-
torul (—z, —y). Fie 21 = a1 + i, 22 = @ + i, doi scalari complecsi. In
acest context, avem
(a1 +a2) +i(By + B2)) (z,y)

1+ ag)x — (b1 + B2) v, (a + az)y + (b1 + B2) ©)

o
a1z — By, a1y + B1x) + (e — By, a2y + Bax)

(21 + 22) (w,y) = (
= ((
= (
=z (z,y) + 22 (z,y).
Fie acum z = a +if € Csi (x1,y1), (x2,52) € V x V. Atunci
2 ((w1,51) + (w2,92)) = (a0 +iB) (21 + 22, Y1 + 2)
= (a(z1+22) = B(y1 +1y2),a(y1 +y2) + B (21 + 22))
= (aze — BY2, ay2 + Bx2) + (am2 — By2, ayz + Br2)
=z (z1,51) + 2 (22, 92) -

In mod aseminstor, se arati cid (z1-22)(z,9) = 21 (22 (z,y)) si
(14 0i) (z,9) = (z,y). In concluzie, multimea VC este un spatiu vector-
ial complex. =

Problema 1.2.2 Fie F, multimea tuturor functiilor reale definite pe in-
tervalul [a,b] C R.

a) Sa se arate ca operatiile:

(f+9)(@)=[f(z)+g(z), Vzelab]
(af) (z) = af (v), Va € R,z € [a, b

definesc o structura de R-spaliu vectorial pe multimea Fi, p)-

b) Daca intervalul [a,b] C R este simetric fatd de origine, sa se arate ci

Fi = {f€Faylf(=2)=f(2)} C Fap (functiile pare),
Fo = {feFaylf(=2)=~f(2)} CFay (functiile impare)
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sunt subspatii vectoriale gi, mai mult, avem egalitatea Fiqp = Fy & F_.

Rezolvare. a) Se cunoaste ca (]:[a,b}, +) este un grup abelian cu elemen-
tul neutru O (unde O : [a,b] — R este functia identic nuld). In plus, avem
adevarate relatiile:

((a+8) f)(x) = (a+B) f(z) = af () + Bf (x) = (af) (x) + (BF) (x) ,
(a(f+9)) () = (af + ag) (x) = (af) (z) + (ag) (), V z € [a,b].

De asemenea, avem

((aB) f) (x) = (af) f (z) =a(Bf () = (a(Bf))(x),V x € [a,b],

adica (af) f = a(Bf). Mai mult, 1-f = f, V f € Fly- In concluzie,
multimea Fi, ) este un R-spatiu vectorial.

b) Este usor de demonstrat ci, in cazul in care intervalul [a,b] C Reste
simetric fatd de origine, suma a doud functii pare/impare este tot o functie
pard/impara si, mai mult, cd inmultirea cu un scalar real a unei functii
pare/impare este, la randul ei, tot o functie pard/impara. Prin urmare,
conform criteriului de subspatiu, rezulta ca Fy si F_ sunt subspatii in Fg -
Mai raméane de demonstrat ca F, ) = Fy ©F_. Pentru aceasta este suficient
de demonstrat ca F;.NF_ = {O} si Fy +F_ = F|,). Cu alte cuvinte, trebuie
demonstrat ca orice element f € F, ;) se poate scrie unic sub forma

f=F+ 71

unde f. € F, f_ € F_. In aceastd directie, si considersm f € Flay ©
functie arbitrard si s& construim functiile

1

fr(@) =51 @+ f (=),

Se verifica usor ca fy € F , f_ € F_ i, mai mult, ca este adevarata relatia
f = f+ + f-. Pentru a demonstra unicitatea descompunerii anterioare, sa
considerdm un element arbitrar f € F, NF_. Atunci, pentru orice z € [a, b],
au loc simultan relatiile: f(—xz) = f(z) si f(—x) = —f (z). Acest lucru
implicd f () = 0,Vz € [a,b], adicd f=0. =

Problema 1.2.3 Si se arate ca submultimile de matrici

S={AeM,(K)| TA=A} (matricile simetrice),
A={AecM,(K)| TA=—-A} (matricile antisimetrice)

sunt subspatii vectoriale in M,, (K) si, mai mult, avem M, (K) =S @ A.
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Rezolvare. Din relatiile 7 (A+ B) = TA+ "B si T (ad) = aT A, cu
ajutorul criteriului de subspatiu, rezulta ca S si A sunt subspatii ale lui
M,, (K) .58 ludm acum o matrice arbitrard A din intersectia S N A. Atunci,
din relatiile TA = A si TA = —A, rezultd ci A = O (matricea nuld). In
concluzie, intersectia S N A este subspatiul nul. Mai mult, pentru o matrice
oarecare B € M,, (K), sa considerdam matricile

By =2 (B+ 'B),

Biz

N = N =

(B- TB).

Evident avem B, € S, B_€ A si B = B+ B_. Prin urmare am demonstrat
AAM,(K)=S®A. =

Problema 1.2.4 S se stabileasca dependenta sau independenta liniard a
urmatoarelor sisteme de vectori $i sa se precizeze daca sunt sisteme de gen-
eratori, in spatiile vectoriale respective:

a) S1 = {v1 = (1,3),v2 = (—2,1)} C R
b) Sy = {Ul = (1a3a *2)71}2 = (*Qa 1,0),1)3 = (07 5, 74)} - RS;
¢) S3 = {v1 = 1,v2 = cos® z,v3 = cos 2z} C CO(R).

Rezolvare. a) Fie a, § € R astfel incat awv; + fvy = 0. Rezulta sistemul
liniar omogen

a—28=0
3a+ =0,

al carui determinant este nenul, adica sistemul admite numai solutia banala.
Cu alte cuvinte, sistemul de vectori S; este liniar independent in R?. Pentru
a studia dacd sistemul de vectori S este un sistem de generatori pentru R?,
s& considersm un vector arbitrar v = (z,y) € R? si s studiem dac# exista
a, B € R astfel incat av; + fvg = v. Rezultd sistemul liniar neomeogen

a—20==
3a+pB=y.

Deoarece determinantul sistemului este nenul rezulta ca sistemul are solutie
unica pentru V x,y € R. In concluzie, sistemul de vectori Sy este si un sistem
de generatori pentru R?, adici este o bazi in R2.
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b) Determinantul obtinut prin scrierea pe coloana a vectorilor vy, vg si
v3 este

1 -2 0
3 1 5 |=-8
-2 0 -4

Determinantul fiind nenul, rezultd ca sistemul de vectori Sy este o bazi in
spatiul vectorial R3.

c) Se stie din trigonometrie c& cos 2z = 2 cos? r — 1. Cu alte cuvinte avem
v3 = 2up — vy, adic# sistemul de vectori S3 este liniar dependent in CO(R).
Sa presupunem ca sistemul de vectori S5 este sistem de generatori pentru
CO(R). In aceastd situatie, orice functie continui se scrie ca o combinatie
liniarg de v1, v2 si vs. In particular, pentru functia cosz existi o, 3,7 € R.
astfel incat

cosz = a+ fcos’z +ycos2z, VzeR.

Luand in egalitatea anterioara x = m, rezultd cd a + 8 + v = —1. Pentru
x = 0 gasim insd « + 8 + v = 1. Contradictie! Prin urmare, sistemul de
vectori S3 nu este un sistem de generatori pentru C°(R). m

Problema 1.2.5 S se calculeze coordonatele vectorilor urmatori in bazele
precizate:

a)v=(1,1,1), unde

B = {61 - (2727_1)762 - (27_172)763 - (_17272)} CR3;
b)v=X>—X*+X3- X2+ X —1, unde
B={1,1+X,1+ X% 1+ X% 1+ X%1- X3} c Rs[X].

Rezolvare. a) Fie (o, 3,7) € R? coordonatele vectorului v in baza B.
Rezulta egalitatea © = ae; + ez + e din care gasim sistemul liniar

20+ 268 —v=1
2a-f+2y=1
—a+28+2y=1.

In concluzie, deducem cd a = =~ =1/3.
b) S& presupunem ci (o, 3,7, 6, ¢, 1) € RS sunt coordonatele polinomului
v in baza B. Deducem ca

v=a+B1+X)+y1+ X3 +0(1+ XY +e(1+X°) +pu(l - X3).
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Egaland coeficientii celor doua polinoame, gisim « = =2, § = =p =1
si 0 =« = —1. In concluzie, coordonatele polinomului v in baza B sunt
exprimate de vectorul (0,1,—1,—1,1,—1). m

Problema 1.2.6 Si se arate ci vectorii x,y,z € R3, unde v = (—1,1,1),
y=(1,1,1), 2= (1,3,3), sunt liniar dependenti gi sa se gaseasca relatia de
dependenta liniara.

Rezolvare. Deoarece determinantul format prin scrierea pe coloand a
vectorilor z, y si z este nul, rezulta ca vectorii x, y, z sunt liniar dependent;.
Sa presupunem cd avem urmatoarea relatie de dependenta liniara vectoriala:
z = ax + Py, unde o, B € R. Aceastd relatie conduce la sistemul liniar

—a+p=1
a+ =23,

care admite solutia a = 1, 3 = 2. In concluzie, avem z = z +2y. m

Problema 1.2.7 Fie vi,v9 §i v3 trei vectori liniar independenti in spatiul
vetorial real V. Sa se determine a € R astfel incat vectorii up = v1 + aue,
uz = vy + avs §i uz = vz + avy sa fie liniar independenti (respectiv liniar
dependenti).

Rezolvare. Pentru ca vectorii ui,us si us sa fie liniar independenti
trebuie ca pentru orice scalari 3, 34, 83 € R care verifica egalitatea S,u; +
Bouz + Baug = Oy sa rezulte ca $; = By = 3 = 0. Dar, din egalitatea

Brur + Bouz + Bsuz = Oy <

< B (v1 + avg) + Bo (v2 + avs) + Bs (v3 4+ avy) =0y &
& (81 + Bsa) v1 + (By + Bra) va + (B3 + Baar) v3 = Oy,

precum si din liniara independentd a vectorilor v, ve, v3, deducem ca

By + afy = 0
afy + By =0
afy + B3 = 0.

Prin urmare, conditia ca vectorii u, uo,us sa fie liniar independenti devine
echivalenta cu aceea ca determinantul sistemului de mai sus s fie nenul.
Acest fapt conduce la conditia o # —1. Evident, pentru @ = —1 vectorii
u1, u2 $i uz sunt liniar dependenti.
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Problema 1.2.8 Si se determine suma si intersectia subspatiilor vectoriale
U,V C R3, unde

U= {(z1,22,23) € R® | 31 — w2 = 0} ;
V= {($1,$2,$3) €R? ‘ 2$1*$2+$3:O}.

Rezolvare. Subspatiul intersectie U NV este determinat de multimea
solutiilor sistemului

T1 — T9 =0
{21‘1 — x2 + xz3 = 0,
care admite solutiile 1 = «, 9 = @, r3 = —a, unde a € R. Prin urmare,
avem UNV = {(o,,a) | « € R}.
Subspatiul suma este U +V = {u+v | u € U,v € V}. Folosind notatiile
u = (u1,u2,us) si v = (v1,ve,v3), problema determinarii sumei de subspatii

U + V revine la aceea a determinarii valorilor parametrilor A, u, v € R
pentru care sistemul

(51 — U2 0
200 — v9 + w3 = 0
w1 + m = A
u2  + v = p
uz + v3 = v

este compatibil. Deoarece sistemul precedent este compatibil pentru V A, p
si v € R, rezultd ci avem U + V = R3. Suma subspatiilor nu este directs
deoarece U NV # {(0,0,0)} m

Problema 1.2.9 Fie subspatiul vectorial Wi C R3, care este generat de
vectorii wy = (1, —1,0) gi wy = (—1,1,2). Sa se determine subspatiul suple-
mentar Wa i sa se descompunda vectorul x = (2,2,2) pe cele doud subspatii.

Rezolvare. Deoarece sistemul de vectori {wj,ws} este liniar inde-
pendent si Wi = L({wi,ws2}) rezultd cd {wi, w2} este o bazd in Wi,
adica dimg W7 = 2. Fie W5 complementul ortogonal al subspatiului Wj.
Din teorema lui Grassmann deducem ca dimg Wo = 1. S& consideram ca
w3 = (z,y,2) # (0,0,0) este o bazd in Wy = L({ws}). Din conditiile de
ortogonalitate ws Ll w; §i wsl wy deducem ca x = y si z = 0. Cu alte cuvinte,
avem

W = {(z,2,0) | z € R} = L({ws = (1,1,0)}).
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Vectorul z = (2,2,2) se descompune in R3 = W; @ Wy dupi formula
T = awy + bwe 4+ cws, a,b,c € R.

Prin calcul, gisim a = b = 1 si ¢ = 2. In concluzie, avem urmé&toarele
proiectii vectoriale: pryy,x = w; + we si pry,z = 2ws. A

Problema 1.2.10 In spatiul vectorial R3 se considerd sistemele de vectori
B ={e} =(1,1,0),¢e5 =(1,0,1),e5 = (1,0,—-1)},
B" ={e] =(1,0,0),e5 =(1,1,0),ef = (1,1,1)}.
Sa se arate ca B' si B" sunt baze si si se detemine matricea de trecere de la
baza B' la baza B". S se calculeze coordonatele vectorului v € R3 in raport

cu cele doua baze stiind ca (2,—1,1) sunt coordonatele sale exprimate in
baza canonicd a spatiului R3.

Rezolvare. Sistemele de vectori B’ si B” sunt baze in R? deoarece deter-
minantii formati prin scrierea pe coloand a vectorilor din sistemele respective
sunt nenuli. Pentru a determina matricea de trecere de la baza B’ la baza B”,
descompunem vectorii €/, V i = 1,3, dupa vectorii bazei B'. Pentru vectorul
e avem e = ci1€] + c12€, + c13€5, 11, c12,¢13 € R. Prin calcul, deducem c&

ci1+ci2+ciz=1
Cc11 = 0
c12 —c13 =0,

adicd ¢11 = 0 i c12 = ¢13 = 1/2. In mod asemanitor, deducem ca

" / / /
€y = C21€7 F C22€9 + Caz€3 = C21 = 1, coo = 93 =0,

" / / /
€3 = C31€1 + C32€5 + C33€3 = C31 = 1, C39 = —(C33 = 1/2.

In concluzie, matricea de trecere de la baza B’ la baza B” este C' = (c;;)
adica

0,j=1,3"

0 1 1
Mg =C=| 1/2 0 1/2
1/2 0 —1/2

Coordonatele vectorului v in baza B’ se pot obtine direct, descompunand
pe v dupé vectorii bazei B’. Cu alte cuvinte, considerand ca (o, 3,7v) € R3
sunt coordonatele lui v in baza B’, avem

v=(2,-1,1) = ae] + fe5 + ves.
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In urma calculelor, gisim ow = —1, f = 2 i v = 1. Analog, descompunand
vectorul v dupd vectorii bazei B”, g&sim ca 2" = (3, —2, 1) sunt coordonatele
vectorului v in baza B”.

Observatie. Problema se poate rezolva si utilizand formula de schim-
bare de coordonate: B’ = Q- B° si B” = A- B® implicd B" = (A- Q1) - B,
adicd X' =" (A-Q71)- X" =

Problema 1.2.11 Sa se arate ca pe multimea polinoamelor de grad cel mult
n, notata cu R, [X]| operatia definita prin

g9) =Y aib;,
1=0

unde f =apg+ a1 X +...+a, X" g1 g=by+ b1 X + ...+ b, X" este un produs
scalar. In raport cu acest produs scalar, si se calculeze lungimea lfIl si
distanta 0 (f,g), unde f =1+ X +2X? —6X3 sig=1—- X — 2X? +6X3,

Rezolvare. In mod evident, avem comutativitatea (f,g) = (g, f). Fie
polinoamele arbitrare f; = aj+al X +...+al X" si fo = a3 +a2 X +...+a2 X"
Avem

(fi+ for9) = Za—i—ab—Zalb—i—Zab (f1,9) + (f2,9).

Mai mult, pentru o € R un numar real arbitrar, deducem ca

(ozf,g)-Zozazb —&(Zaz Z) =al(f,g).
=0

Pozitiv definirea este asiguratd de faptul ca

n

()= (a:)? 20,V f € Ry[X],

1=0

cu egalitate dacd si numai daca a; = 0,Vi = 1, n, adicé f = 0. In concluzie,
operatia considerata este un produs scalar pe R, [

Pentru f =1+ X +2X2? — 6X3 avem || f|| = \/ f, = \/42. Mai mult,
gasim 0 (f,g) = |[f — gl =2v41. m

Problema 1.2.12 Fie vectorii x = (T1,%2,...,%n), Y = (Y1,Y2, .-, Yn) €
R™. Folosind produsul scalar uzual al spatiului aritmetic R™, sa se demon-
streze urmatoarele inegalitate:
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Rezolvare. a) Se scrie inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz
(z,)? < ||z|I*-|ly||* de pe spatii euclidiene in cazul particular al produsului
scalar canonic pe R". Deducem ceea ce trebuia demonstrat.

b) Se scrie inegalitatea triunghiului ||z + y| < ||z|| + ||ly|| de pe spatii
euclidiene in cazul particular al produsului scalar canonic pe R". Gasim
rezultatul cerut.

Observatie. Demonstratia inegalitdtii triunghiului este descrisa mai
jos:

lz+ylP = (@+yz+y)=z)*+lyl* + 2y <
2 2 2 2 2
zl|” 4+ [[ylI" + 2 =1 - Jyl* = (=] + [|yl])”-

IN

|
Problema 1.2.13 Sa se ortonormeze sistemele de vectori:

a) v = (1,-2,2), vy = (=2,1,2), v3 = (5,3,5) in raport cu produsul
scalar uzual de pe R3;

b) v1 = 1, vg = X, v3 = X2 in raport cu produsul scalar de pe spatiul
polinoamelor de grad cel mult doi Ro[X], definit prin

1
(r9)= [ @@z, ¥ f.g € RolX].
Rezolvare. a) Utilizand procedeul Gramm-Schmidt, construim versorul
1 (1 22
et \8 373 )

In continuare, construim vectorii ortogonali fa, f3 si ii ortonormam:

1 21 2
f2=7)2(U2,€1>€1=(2,1,2)=>62=—f2=< >,

| 2] 37373
14 14 7
f3 =3 —(v3,e1)er — (v3,e2) e2 = v3 — 3e1 — ez = <§7 ER g) .
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Ortonorméand vectorul f3, gisim baza ortonormats {e, e2,e3} C R3, unde

1 1 1
= — (14,14,7) = =(2,2,1).
Gl s = 41T =322

€3

b) Avem e; = v1/|[v1|| = 1/+/2. Construim vectorii ortogonali fa, f3 si
ii ortonormam:

1t 1 3
f2=’l)2—(’l)2,61>61=X——/ {Edl':X:>€2=—f2=\/jX,
2) | fo 2

1 1
f3=v3*(7)3,€1)€1*(v3,62) €2=X2§/ r2dz—
-1

9 ! 1
—-=-X 3dr = X2 — =,
1 /lscdx 3

Ortonorméand vectorul f3, gdsim baza ortonormatd {ej,e2,e3} C Ra[X],

unde
1 45 1
e3=——fy=1/— (X2—2).
= Al 8< 3)

Problema 1.2.14 S se determine in spatiul aritmetic R® complementul
ortogonal al subspatiului vectorial al solutitlor sistemului

T1—x9—x3=0
T1+ 229 —x3 =0

$t 84 se gaseasca o baza ortonormata in acest complement.

Rezolvare. Subspatiul dat este S = {(,0,a) | a € R}. Conditia ca
un vector v = (vy,v2,v3) € R? sd fie ortogonal pe subspatiul S este ca
avy +avg = 0,V a € R. Cu alte cuvinte, complementul ortogonal al lui S

este
ST ={(v1,v2,~v1) | v1,v2 € R}.

O baz# ortogonald in S+ se obtine luand v; = 1,v9 = 0 si viceversa. Dup#

ortonormarea acestor vectori gasim baza ortonormata

Bt = {61 = %(1,0,—1),@ = (0, 1,0)} .
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Problema 1.2.15 Si se determine in R® complementul ortogonal al sub-
spatiului generat de vectorii v = (1,0,2), va = (—=2,0,1). Sa se gaseasca
apoi descompunerea v = w + wy a vectorului v = (1,1,1) € R3 pe cele

y . L , , 2 2 2
doud subspatii complementare si si se verifice relatia |v||* = ||w||* + |Jw1||
(Teorema lui Pitagora).

Rezolvare. Fie S subspatiul generat de vectorii liniar independenti vq
si vo. Dack z = (a,,7) € ST, unde a, 8,7 € R, atunci vectorul z este
ortogonal si pe vectorul vy si pe vectorul vs. Aceste conditii conduc la

sistemul liniar
a+2y=0
—2a+v =0,

ale crui solutii sunt a = v = 0. Prin urmare, avem S+ = {(0,3,0) | 3 € R}.
Mai mult, este evident cd w = (1,0,1), w; = (0,1,0). Teorema lui Pitagora
este imediata. ®

1.3 Probleme propuse

Problema 1.3.1 Fie V si W doud K-spatii vectoriale. Sa se arate ca pro-
dusul cartezian V. x W ={(z,y) |z € V, y € W} este un K -spatiu vectorial
in raport cu operatiile

(w1,91) + (z2,92) = (21 + 22,91 +12),
OZ(IIJ',y):(OéIIJ',O[y), Vl‘thE‘/a y17y2€VVava€K'

Problema 1.3.2 Sa se precizeze daca operatiile definite pe multimile indi-
cate determinag o structurd de spatiu vectorial:

r+y= (21 +y1, 22 +1y2),
ar = (0,axs), Vz,y€R? z=(v1,72), y=(y1,2),Va R,

T4y = (r1+y2, 22+ Y1),
ar = (azy,azs), V= (z1,22), y=(y1,42) ER%, YV aeR;

aQr=ax, Vz yER YV aeR;

r+y=(z14+y1,x2+y3, 23— Yo, ),

{
{

az = (azs, aze, ax1), x = (x1,22,23), y= (y1,¥2,y3) € R®, a € R.
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R. a) Nu. b) Nu. ¢) Da. d) Nu.

Problema 1.3.3 Utilizand criteriul de subspatiu, sa se decida care dintre
submultimile de mai jos formeazd subspatii vectoriale in spatiile vectoriale
indicate:

a) S1 = {(z,y) e R?| 2z —y =0} C R%

b) Sy = {(z,y) eR? |22 —y +1 =0} CR%:

) Sy = {(#.3) € | 22 3 = 0} C R

d) Sy = {aX? | a € R} C Ro[z];

) Sy ={f | grad (f) = 2} C Ry[a];

f) So = {(x1, 72, 23) € R? | 21 — 22 + 223 = 0} C R?;

g) S7={(z1,32,23) €ER® | 21 + 23 — 33 = 0,21 — 22 =0} C R,

h) Sg = {f € C°([0,1]) | f - derivabila} C C°([0,1]);
i) Sg={A e My(R) | A 'A =1L} C My(R).
R. a) Da. b) Nu. ¢) Nu. d) Da. e) Nu. f) Da. g) Da. h) Da. i) Nu.

Problema 1.3.4 Sa se stabileascd dependenta sau independenta liniard a
sistemelor de vectori:

a) S1 = {u1 = (1,1,0), uz = (1,0,2), uz = (0,—1,2)} C R3;

b) So = {v1 =(1,1,2),v2 = (2,2,4)} C R?;

c) Sz ={v1 =X — 1,3 = X3} C R3[X];

d) Sy = {v1 =1,v9 = cos2x,v3 = cosdr, vy = cos4:c} C C°(R);

6)55—{111_6 vy = xe?, .., v, = 2 11’}CC’0 R);

so{(32)(3 ) e

R. a) Dependenti, us = ug — uj. b) Dependenti, vy = 2v1. ¢) Indepen-
denti. d) Dependenti, v3 = 8vg—4vy—3v;. ) Independenti. f) Independent;i.
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Problema 1.3.5 Sa se determine suma $i intersectia subspatiilor generate
de sistemele de vectori

U={u =(1,1,0), uz = (1,0,2), uz = (0,—1,2)} C R3,
V={v =(1,1,2),v2 = (0,2,4)} C R3.
R.U+V =R} UNV =1{(256,25) | § € R}.

Problema 1.3.6 S se determine subspatiul suma directs U @V C R3,

unde
U:{(sc,y,z)E]R?’|2:r—y:(),3x—z:()},

V=L{(-1,2,1),(2,-4,-2)}).
R.U®V ={(a,b,a+0) | a,beR}.

Problema 1.3.7 Sa se determine cdite o baza in subspatiile U 4V, respectiv
U NV, gisa se verifice teorema lui Grassmann (a dimensiunii) pentru:

) U= {(21,22,23) € R® | 21 + 22 — 223 =0} C R,
a
V:L({vl = (1,1,1>,'l)2 = (1,0,0),’03 - (37272>}) CR3;

U=1L{(1,0,2,-1),(0,1,1,0)}) C R4,
{ V =L({(2,-1,1,0),(-1,0,1,2),(0,2,1,0)}) C R*.
R.a)U+V =R UNV ={(v,v,7) | y€R} = L({(1,1,1)}).
b) U+ V =Ry, UNV = {(—4B,178,95,48) | B € R}, adicd avem
UNV = L({(—4,17,9,4)}).

Problema 1.3.8 Sa se precizeze care din urmatoarele sisteme de wvectori
formeaza baze in spatiile vectoriale date:

a) Sl - {ul - (172)7 Uz = (27 _1)} - R27
b) S2 = {’LLl = (LOa 71) , U2 = (25 1a 73) , U3 = (15 71,0)} - Rs’
C) S3 = {ul = (1,0, 1)a Uz = (07*17 1)a uz = (17*17 1)} C RS;

d) S4:{1,17X,(17X)2,(17X)3}CRg[X];

b= {(30)(2)-(1 1) Dem
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R. a) Baza. b) Nu e bazi. c) Baza. d) Baza. e) Baza.

Problema 1.3.9 Sa se calculeze coordonatele vectorilor urmatori in bazele
precizate:

a) v=(7,14,—1,2), unde
B=1{(1,2,-1,-2),(2,3,0,—1),(1,2,1,4),(1,3,-1,0)} ¢ R%,
b)v=X%—-X*+X3—-X? - X +1, unde
B={1+X3X+X3 X2+ X3 X3 X+ X3, X%+ X3} C Rs[X].
R.a)z=(0,2,1,2). b) z = (1,—-1,-1,2,—1,1).
Problema 1.3.10 Sd se determine coordonatele vectorului x € R3 in baza
By ={g1 = (1,-1,1),92 = (3,2,1),93 = (0,1,0)} C R?,
stiind cd in baza
Bi={fi=(1,1,1), fo=(1,1,0), f = (1,0,0)} C R’
are coordonatele (1,2,3).
R. zo =(-3/2,5/2,-7/2).

Problema 1.3.11 Sa consideram spatiul vectorial real al matricilor
My (R), precum gi baza canonica din acest spatiu

s={e=(05)m=(00)m=(10)5= (1)}

a) S se gaseasca cdte o baza By, respectiv Ba, in subspatiul matricelor si-
metrice So C My (R), respectiv matricelor antisimetrice Ay C Ma (R)
§t sa se determine matricea de trecere de la baza canonicda B la baza
B’ = B1 U Bs.

b) Sa se exprime matricea E = < CCL Z ) in baza B'.
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1 0 01 0 0 .
R.a)AvemBlz{61:<0 0),62:<1 0>,63:<0 1>}§1

By = {64 = ( 0 1 >} . Matricea de trecere este

~1 0
100 0
010 1
Mppr=C=13 1 ¢
001 0

b
b) E=a-e1+ ;C-eg+d-63+ 26 e4.

Problema 1.3.12 Folosind procedeul de ortonormalizare Gramm-Schmidt,
sa se ortonormeze urmdatoarele sisteme de vectorti liniar independenti:

a) V1 = (17 170)7 V2 = (LOa 1)’ V3 = (07 07 71) in Rga
b) V1 = (1,1,0,0), Vg = (1707170)7 V3 = (15()’0’1)’ Uy = (0717171) in R47
C) V1 = X2 +X7 V2 = X2 + 1a U3 = —11in (R2[X]a (a))

1

1 1
R.a)e; =—(1,1,0), e = —=(1,—-1,2), e = —(1,—1,—1).
) €1 1 2( ), €2 \/61( ), €3 \/§( 1 )
b) e1 = —(1,1,0,0), ea = —(1,—1,2,0), e3 = —=(1,-1,-1,3),
€4 = 5(_17 17 17 1)
V1
0)61:T5-(X2+X),62:\/g-(l—X),egz§-(5X2—X—2).

Problema 1.3.13 Sa se verifice faptul ca urmdatoarele aplicatii reprezinta
produse scalare pe spatiile vectoriale specificate i sG se ortonormeze in raport
cu aceste produse scalare sistemele de functii date:.

2) (f.9) = if (Do), ¥ f.geC(0,2),

B:{v1El,vzzt—Z,v3£t2—3t};

b) (f.g) = fxf (£)g (@) de, ¥ f,9 € CO0,1]),

B={v=1lLvn=e"v3=¢"}.
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1
R. a) 6125,62:\/2-(751), 63:\/2-(3t26t+2).
2 1

b) e1 =V2, e0 = -(e* —2), e3 = ——— - f3, unde
Jer=VEher= o (@ 22 e =
_ 6 T —x 2(62_1)
f3—e2_7'6 +e — 62—7 .

Problema 1.3.14 Sa se gaseasci proiectia vectorului v = (—1,1,2) € R3
pe subspatiul solutitlor sistemului omogen x + y + z = 0.

1
R. Proiectia cdutata este vectorul Pr(v) = g(—5, 1,4).

Problema 1.3.15 Determinati complementele ortogonale ale subspatiilor
generate de urmatoarele sisteme de vectori:

a) vy = (1,2,0), v2 = (2,0,1) in R3;
b) v1 = (—1,1,2,0), va = (3,0,2,1), v3 = (4,—1,0,1) in R%,

R. a) Wt = {(-2y,y,4y) | y € R}.

by w = { (= =5 )

Problema 1.3.16 Sa se gaseasca proiectia vectorului v = (14,—3,—6) pe
complementul ortogonal al subspatiului generat de vectorii vi = (—3,0,7) si
vo = (1,4,3) din R3. Sa se calculeze lungimea acestei proiectii.

z,tE]R}.

11
R. Proiectia ciutati este vectorul Prt(v) = —3(7, —4,3). Lungimea

74
113
VT4

este || Prt(v)|| =



Capitolul 2

Spatii afine. Vectori liberi

2.1 Elemente teoretice fundamentale

Fie V un spatiu vectorial peste un camp K si fie M = {A, B,C,...} o
multime nevida de obiecte pe care le vom numi generic puncte.

Definitia 2.1.1 Se numeste spatiu afin tripletul A = (M,V, ¢), unde
o: Mx M-V
este o functie care indeplineste conditiile:

1. Pentru orice A, B,C € M avem ¢(A, B)+¢(B,C) = ¢(A,C) (regula
triunghiului);

2. Pentru orice vector v € V gi orice A € M, exista un unic punct
B € M astfel incit p(A, B) = 7.

Observatia 2.1.1 FElementele unui spatiuv afin sunt puncte gi vectori.
Spatiul afin A poarta numele de spatiu afin real sau complex dupd cum
spatiul vectorial V' este real sau complex. Dimensiunea spativlui afin A
se defineste ca fiind dimensiunea spatiului vectorial V. Daca, in plus, V
are structura de spatiu euclidian, atunci A se numegte spatiu punctual
euclidian.

Definitia 2.1.2 Doua perechi de puncte (sau, doud bipuncte) (A, B) si
(C, D) se spune ca sunt echipolente daca

¢(Av B) = gf)(C, D)

23
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Relatia de echipolenta definitd mai sus este o relatie de echivalenta pe
multimea M x M a bipunctelor, iar multimea factor (M x M) /. se afld
in corespondenta bijectiva cu spatiul vectorial V. Din acest motiv, putem
identifica clasa de echivalentd AB a unui bipunct oarecare (A, B) cu vectorul
v = ¢(A, B). Cu alte cuvinte vom scrie

AB = 7.

Definitia 2.1.3 Clasele de echipolenti AB se numesc vectors liberi sau,
pe scurt, vectori.

Fie O € M un punct fixat numit origine. Atunci, multimea de bipuncte
A= {(0,4) | Ae M}

se afli, de asemenea, in corespondenta bijectiva cu spatiul vectorial V' (deci,
i cu multimea vectorilor liberi (M x M) /).

Definitia 2.1.4 FElementele multimii A°, care sunt reprezentante ale
claselor de echivalentd U, le numim vectori legati in origine (segmente
orientate, vectori de pozitie) si le notam cu sageti:

(0,A) = 04 e .

Observatia 2.1.LPentru ﬁecare_}vectar liber v € V exista gi este unic un
vector de pozitie OA astfel incit OA € ©.

Definitia 2.1.5 Se  numeste  combinatie afind a  punctelor
Ao, Ar, ...y Ay € M un punct P € M definit de relatia

P =apAg+a1Ar + ...+ opAp, cuoag+ar+...+ap =1,
unde relatia de mai sus este inteleasd ca relatia vectoriala
ﬁ = aomo + alml + ...+ Ozpmp.

Definitia 2.1.6 Un sistem finit de puncte {Ag, A1, ...., Ap} se numeste afin
dependent daca exista un punct din sistem care sd fie o combinatie afing
a celorlalte puncte din sistem. In caz contrar, vom spune ci sistemul de
puncte este afin independent.

Teorema 2.1.3 Sistemul de puncte {Ag,Ai,....,A,} este afin de-
pendent (independent) daca i numai dacd sistemul de wvectori
{AoA1, AgAs, ..., AgAp} este liniar dependent (independent).
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S& presupunem in cele ce urmeazi ci A, este un spatiu afin de dimen-
siune n € N*.

Definitia 2.1.7 O pereche R = {O, B}, unde O € M este un punct fizat
iar B = {é1,...,e,} este o bazd a spatiului vectorial V, se numeste reper
cartezian in spatiul afin A,.

Relativ la un reper cartezian fixat R = {O, B}, pentru fiecare punct
P € M, vectorul de pozitie OP se scrie in mod unic sub forma

OP = xr1€1 + ... + Tpen.
Definitia 2.1.8 Scalarii (x1,x2,...,xy) ot (z;) poarta numele de coordo-
natele carteziene ale punctului P in reperul R = {O, B}.

Dacad R = {0,B} si R' = {O',B'} sunt doud repere carteziene in care
un punct P are coordonatele (z;);_17, respectiv (z});_17, atunci legatura

dintre cele doua seturi de coordonate este data de relatiile

n
/ .
T; = E Cijx; + aio, Vi=1,n,
=1

unde (aj0);,_75 sunt coordonatele punctului O" in reperul R = {O, B} si
(¢ij); j—Tm este matricea de trecere de la baza B la baza B'.

Observatia 2.1.4 Daca utilizam notatiile matriceale

X = T(), X' = T(a}), C=(ci), Ao= T(an),

)

atunci transformarea de coordonate de mai sus se scrie sub forma matriceald
X=0X+ Ap.

Definitia 2.1.9 In particular, o transformare de tipul X = X'+ Ag se nu-
meste translatie, iar una de tipul X = CX' se numeste centro-afinitate.

Observatia 2.1.5 Orice transformare de repere carteziene este compunerea
unei translatii cu o centro-afinitate.

Daca alegem M = FEj3 - spatiul punctual al geometriei sintetice ele-
mentare, V = V3 - spatiul vectorial real al vectorilor liberi, unde wvec-
torii liberi sunt clase de echipolentd ale segmentelor orientate (clase de
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echipolentd = segmente orientate care pot fi suprapuse prin paralelism),
si ¢ 1 E3 x B35 — V3 - functia care asociazd bipunctului (A, B) vectorul
liber AB € V3, obtinem un spatiu afin de dimensiune trei. Baza canonici in
spatiul vectorial real al vectorilor liberi V3 este

B = {E’ j’ E}’
unde B B
i Ly Lk Lusi|ld] =l = I[k]] = 1.
In consecints, orice vector liber T € V3 se descompune in mod unic ca
v =i +yj + zk.

Definitia 2.1.10 Tripletul (Es, Vs, ¢) se numeste spatiul afin geometric
al vectorilor liber:.

Observatia 2.1.6 In spatiul afin geometric al vectorilor liberi trei puncte
sunt afin dependente dacd $i numai dacd sunt coliniare, iar patru puncte
sunt afin dependente daca i numai dacd sunt coplanare.

Definitia 2.1.11 Produsul scalar a doi vectori oarecare a = T1i 4+ y1J +
2k gt b= 191+ y2j + 20k este deﬁmt prin

<a, l_)> oty b = xll'z + Y1y2 + z122.

Definitia 2.1.12 FEzpresiile analitice ale normei unui vector si respectiv
unghiulut a doi vectori sunt date de formulele:

def

Il = /(@,0) = Va? +y2 + 22,

def a-b _ T122 + Y1Y2 + 2122
@l - 1ol 23+ + 22 SR yd 22

cosf = 6 € [0,n].

Observatia 2.1.7 Vectorii nenuli @ si b sunt ortogonali sau perpendic-
ulart, si notam a L b, daca si numai daca

(9:%{:)6-520{:}x1x2+y1y2+212’2 = 0.
Deﬁm;la 2.1.13 Produsul vectorial a doi vectori oarecare @ = w11 +
y1j + 2k §t b= 191+ y2j + 20k este definit prin
B i 5 k
axb = 1 Y1 21
T2 Y2 22
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Observatia 2.1.8 i) Produsul vectorial @ X b este un vector perpendicular
pe planul determinat de reprezentantii intr-un punct ai vectorilor a si b.
i1) Doi vectori nenuli @ gi b sunt coliniari daca si numai dacd
i N ) S |

axb=0e 1= =2,
X2 Y2 22

Teorema 2.1.9 i) Daci @ si b sunt necoliniari, atunci norma |[axb|| reprez-
mntd arta paralelogramului construit pe reprezentantii intr-un punct ai
vectorilor @ i b.

ii) Urmatoarea formula a dublului produs vectorial este adevarata:

ax (Bxe) =@ db—(a be

Peﬁniyia 2.1.14 _Produsul maxt a tret _vectom' oarecare a = scﬁerJJrzlE,
b = x2i + Y27 + 22k §iC = 31 + y3j + 23k este definit prin

_def B T Y12
(aa b7 E) =a- (b X E) =| T2 Y2 Z2
r3 Y3 =3

Observzijgia 2.1.10 Trei vectori G, b §i ¢ sunt coplanari dacd si numai
daca (a,b,¢) = 0.

Teorema 2.1.11 Daci @, b si ¢ sunt necoplanari, atunci modulul |(@,b,c)|
reprezinta volumul paralelipipedului construit pe reprezentaniii intr-un
punct ai vectorilor a, b st ¢.

2.2 Probleme rezolvate

Problema 2.2.1 Fie A gi B doud puncte distincte ale unui spatiu afin real
A si fie punctele C, D € A definite prin

1 A 1 A
C= A+ B,D—1+)\A+1+)\B,

unde A € R*\{£1}. Sa se arate ca daca
1 1
E=- =D
20+ 5D;

atunci avem EA = \’EB.
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Rezolvare. Relatile din ipoteza se scriu sub forma

{ A—AB=(1-X\C
A+AB=(1+\D.

Rezolvand sistemul, gasim

A=Y= NC+a+ND], B= [0 —1)C+ (1 +)D].

2 2\
Pe de alta parte, avem insa
EA=0A~0F = [(1 - NOC + (1 + \)OD) _im_%o—ngc—p
si
BB = 0B —0F = —[(A— 1)0C + (1 + \JOD| — ~0C — 0D = 0D
N C2) 2 2 o

In concluzie, rezulta relatia cidutata. m

9

m
Problema 2.2.2 Punctul M imparte segmentul AB in raportul k = —. Sa
n
se demonstreze ca
n o — m

OM = OA + @,VOEA.
m-+n m-+n

Rezolvare. Din relatia

AM = MB & n (OM — O4) = m(OB — OM),
rezulta
(m +n)OM = nOA+mOB.

Impértind ultima relatie prin m + n, obtinem egalitatea ceruts. m

Problema 2.2.3 Fie A1, As,..., Ay € A si A1, Ao, ..., Ay € R astfel incit

n
YA = A #0. Sa se arate ca punctul P este centru de greutate al sistemului
i=1

)\.
de puncte {Ay, As,..., Ay} cu ponderile XZ dacd st numai dacd

S APA =0
=1

Sa se scrie relatia pentru centrul de greutate al unui triunghi.
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Rezolvare. Prin definitie, punctul P este centru de greutate al sistemu-

)\.
lui de puncte {A;, As, ..., Ap} cu ponderile XZ dacd si numai daca

Relatia anterioara este insa echivalenta cu
n n
Y Ni(Ai—P) =0 A\PA; =0.
i=1 i=1

In cazul unui triunghi A; A»As, punctul P este centru de greutate daci
si numai daca

A
p_At A + A3‘
3
Prin urmare, ne aflim in conditiile din ipotez&, cu
1
Al =X =A3 = 3"

Tinand cont de cele demonstrate mai sus, conditia necesara si suficientd
ca punctul P si fie centrul de greutate al triunghiului A; A2 As este

ml +m2 +m3 :6
| ]

Problema 2.2.4 Fie A, B,C trei puncte afin independente. Sa se arate ca
daca punctele P si QQ impart vectorii AB si respectiv AC in acelasi raport,
atunci vectorii PQ si BC' sunt coliniari gi reciproc (Teorema lui Thales).

Rezolvare. ” = ” S§ presupunem ci AP = pAB si AQ = pAC, unde
p # 0. Atunci avem

PQ = AQ — AP = p(AC — AB) = pBC.

Rezulta cd vectorii PQ si BC sunt liniar dependenti, adica coliniari.

7« 7 Reciproc, sa presupunem ca vectorii PQ)si BC sunt coliniari,
adicd existd a € R\{0} astfel incat PQ = aBC. Totodata si consideram
vectorii

AP = piAB, AQ = p,AC, py,py € R\{0}.
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Inlocuind pe AQ si AP in relatia
A0 — AP — o(AC — AB),

deducem ca
(= p1) AB 4+ (py — ) AC = 0.
In final, deoarece, din ipoteza, vectorii AB si AC sunt necoliniari (liniar
independenti), obtinem ca
pr—a=p—a=0cp =py=a.

Problema 2.2.5 Fie triunghiul ANABC i fie M mijlocul lui BC. Atunci
are loc relatia vectoriala a medianet

2AM = AB + AC.
Rezolvare. Fie A’ simetricul punctului A fatd de M. Evident avem
AA" =2AM.

Deoarece in patrulaterul ABA’C diagonalele se injumatétesc, rezulta cd
patrulaterul ABA’C' este un paralelogram. Prin urmare, din regula paralel-
ogramului, avem

AA’ = AB + AC,

adica ceea ce aveam de demonstrat. W

Problema 2.2.6 Fie ABCD un paralelogram si fie O punctul de intersectie
al diagonalelor sale. Fie S un punct arbitrar din spatiu. Atunci avem

450 =SA+ SB+SC+ SD.

Rezolvare. Deoarece ABCD este un paralelogram, rezulta ca diago-
nalele se injumétatesc, adicd ||[AO|| = ||OC|| si ||BO|| = ||OD||. Aplicim
acum relatia vectoriala a medianei in triunghiurile ASAC si ASBD si gasim
egalitatile

250 = SA+5C,
250 = SB+ SD.

Adunand aceste relatii rezulta egalitatea ceruta. m
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Problema 2.2.7 Intr-un cerc de centru O se considerd doud coarde AM B
$i CMD perpendiculare intre ele. Sa se demonstreze ca

MA+ MB+ MC+ MD =2MO.
Rezolvare. Alegem pe segmentul [C'D] punctul D’ cu proprietatea ca
IDD'|| = [[CM]],
iar pe segmentul [AB] punctul B’ cu proprietatea ci
IBB|| = ||MA]|.

Evident, atunci avem

MA+ MB=MB

si

MC+MD =MD"

Din constructie, se vede usor ca avem

AAOB' = ABOM = |[0B|| = |[OM]l,
ADOD' = ACOM = |[OD|| = |[OM]].

Deoarece unghiul B'MD' este drept, rezulta ca punctele B’, O si D' sunt
coliniare si [BO)] este mediana in triunghiul AB’M D’. Aplicand acum relatia
medianei, obtinem

MB'+ MD'=2MO.

Problema 2.2.8 Punctul H este ortocentrul triunghiului NABC daca i
numai daca av loc egalitatile

HA-HB=HB-HC=HC- -HA.

Rezolvare. Evident, vectorul HA este inaltime in triunghiul AABC
daca si numai daca

HA-BC=0& HA-(HC - HB) =0.
Egalitatile de demonstrat sunt acum imediate. m

Problema 2.2.9 Si se arate ci daca vectoriia = 2m+n §ib=m~+n sunt
coliniari, atunci vectorit m i m sunt coliniari.
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Rezolvare. Vectorii @ si b sunt coliniari daca si numai daca

axb = 0 (2m+n)x (M+n)=0&

|
Problema 2.2.10 Fie vectorii @ = m + 21, b = m — 37, unde

[mll =5, |7l =3, £(m,n) =

oS

Sa se calculeze:
a) lungimile diagonalelor paralelogramului construit pe @ si b;
b) unghiul dintre diagonale;

¢) aria paralelogramului determinat de @ si b.

Rezolvare. a) Diagonalele paralelogramului construit pe @ si b sunt
determinate de vectorii @+ b si @ — b. Prin urmare, avem

|a+o|| = \/(a+5)-(a+5):\/(Qm—ﬁ)-(m—ﬁ):
= VAl - 4 ) = 4+ ] = VS,

a5 =/(@a-5)- (@) =6 Gn) =5|n| = 15.
b) Deoarece avem
(@+0)-(@a—b) =2m-n)-(50) = 10m -7 —5|7n|* = —45,
rezulta ca unghiul dintre diagonale este
(@+10) - (a—0b) _ 3
[a+0] - |la— b V109

d) Aria paralelogramului este

cosf =

-Aparalelogram = Ha X BH = ||5ﬁ X m|| =9 HWH : ||mH =T75.
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Problema 2.2.11 Sa se demonstreze identitatea lui Jacobi:
x (bxe)+ex (@xb)+bx(exa)=0.

Rezolvare. Utilizand formula dublului produs vectorial, gasim egal-
itatile

x(bxc)=(a-b)c—(a-0)b, ex(@xb)=(c-a)b— (¢-b)a,
bx (exa)= (be)a— (b-a)c
Adunand cele trei relatii, obtinem egalitatea ceruti. m
Problema 2.2.12 Sa se demonstreze relatia
(@xb,bx¢exa) =
Daca @ x l_), b x ¢, ¢ X a sunt coplanari, atunci et sunt si coliniari.
Rezolvare. Utilizand formula dublului produs vectorial obtinem relatia
(bx?)x (exa)=[(bx7c)-ajec—[(bx¢) ¢ a=(abr)
Folosind acum si definitia produsului mixt, deducem ca
(@xbbxecexa) = (axb)-[(bxc)x(exa)l =
= (@,be) [(axb)- ] = (a,b,

("3 |

)%

Din relatia anterioara deducem ca daca @ x b, b X ¢, ¢ X @ sunt coplanari,
atunci @, b si ¢ sunt coplanari. Prin urmare, @ X b, b X ¢, ¢ X @ sunt si coliniari.
|

Problema 2.2.13 Sa se dovedeasca identitatea lui Lagrange:
@5+ [ x3ll” =yl - ol
Rezolvare. Relatia de demonstrat este imediata daca tinem cont ca
a-b=|a- HEH - cosf

si ) i
[@x 8| = [al| - |[p]| - siné.
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Problema 2.2.14 Flie a, b, ¢ trei vectori necoplanari. Aratafi cd exista
ey 7! _ ., . . .. . _ 7T — c Lo
vectorit @, b, ¢ (numiti reciprocii vectorilor @, b, ¢) cu proprietatile:

@-a=1, @-b=0, @ -¢=0;
Va=0, ¥ -b=1, b -c=0;
7-a=0, @-b=0, ¢-¢=1.

Rezolvare. Din proprietatile de mai sus, rezulta ca vectorul a este
perpendicular atat pe b cat si pe ¢, si deci este coliniar cu produsul vectorial
b X €. Prin urmare, existd A € R astfel incat

@ =Abxc).
Acum, din conditia @ - @ = 1, obtinem
PR
(@,b,¢c)
Analog, gasim B
7 txXa o _ axb
(@be) (@be)

Problema 2.2.15 Fie vectorul © = 2i + o + Bk, unde o, B € R. Si se
determine o si 3 astfel incdt v sa fie perpendicular pe vectoriia = —i+45+2k
§ib=3i—3]—2k. Cua sif astfel calculati si se determine unghiul dintre

T gia+b.

Rezolvare. Vectorul v este perpendicular pe vectorii @ si b daca si numai
dacd v este coliniar cu produsul vectorial @ x b. Insa avem

B i j k
axb=|-1 4 2
3 -3 -2

= —2i+4j — 9.

Punand conditia v = A (6 X 5), unde A € R, obtinem o = —4, 8 =9.
Unghiul dintre ¥ si @ + b este dat de formula
v-(a+b)

cosf) = ————
[5]] - 1@+ Bl

—060=J vl (@+D).

Observatie: Problema se poate rezolva si punind conditiile

7-a=0,7-b=0.
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Problema 2.2.16 Sa se determine A € R astfel incdt vectorii
Ti=14+2]—3k, To=2—j+2k, T3=Ni—j+k
sa fie coplanari gi sa se gaseascad relatia de dependentd liniara.

Rezolvare. Conditia de coplanaritate este

1 2 -3
(U1,72,73) =0 |2 -1 2 |=0&A=-3.
A1 1

Pentru a gasi relatia de dependentd liniard, se determina « si S din
egalitatea
U3 =av,+ s =>a=0F=—1.

In concluzie, relatia de dependenta liniara este v = —v; —vy. W

Problema 2.2.17 Sa se calculeze aria si inaltimea din A pentru triunghiul
AABC determinat de punctele A(0,1,0), B(2,0,1), C (—1,0,—4).

Rezolvare. Punctele A, B si C' determina vectorii

Produsul vectorial al vectorilor AB si AC este

- ik
ABxAC=| 2 -1 1
-1 -1 —4

= 5i + 77 — 3k.

Prin urmare, aria triunghiului AABC este data de formula

1)— —-— V83
AAABC:§HAB><A0H2—2 .
Insltimea din A se determini din relatia
1 S 25 4aBC 83
S =—hy-||BC hpa=—=—+=1/—.
ABC = 5lta H H@ A HBCH 3
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Problema 2.2.18 Sa se calculeze volumul tetraedrului ABCD gi inalfimea
din A a acestuia, unde A (3,2,—1), B(4,3,—-1), C (5,3,—1), D (4,2,1).

Rezolvare. Punctele A, B, C' si D determina vectorii

1) —= — — 1
Vasep = ¢ |(AB,AC,AD)| = 3
Produsul vectorial al vectorilor BC si BD este
I Lo
BCxBD=|1 0 0|=-2j—k,
0 -1 2

Insltimea din A a tetraedrului ABCD se determin din relatia

1 3V, 2
Vasep = =ha - Anpep. < hy = = 28¢0 — =

3 Aprep V5
m

Problema 2.2.19 Si se rezolve ecuatia T x (T x @) = b, unde @, b sunt
vectori nenuli i necoliniari dati.

Rezolvare. Inmultind scalar ecuatia cu  x @, deducem ca

(b,z,a) = (z,a,b) =0=>7 Laxb.
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De asemenea, inmultind scalar cu Z, rezultd cd T L b. Prin urmare
vectorul T este coliniar cu produsul vectorial b x (@ x b). Cu alte cuvinte,
exista A € R astfel incat

T=A[bx (axb)].
Pentru a determina pe A, fie inlocuim in ecuatia initiald, fie observam cé
Iz % @ xa)| = |[B] = 22 @] - sin (@) = 5]

Tinand cont de faptul ca @ L b si cd vectorul T este situat in planul vectorilor
a si b, deducem ca

AL

sin< (@, 7) = cos < (a,b) = IZ))? - ||a] - cos < (@b) = ||p|| < Izl =
Pe de alta parte avem
7l = [A[x @xB)]| = A |[B]]* - 1@l - sin< (@,5) = |\l |[B]| - |[a < 5.

In concluzie, se obtine

1

::t—

laxb|[va b

2.3 Probleme propuse

Problema 2.3.1 Fie Aj, Ag, ..., Ay € Asi A1, Agyeoey Ap €ER cu DN =0.
i=1

Sa se arate ca vectorul
n

v=Y ANMA;
i=1
nu depinde de alegerea punctului M € A.

Ind. Pentru orice alt punct M’ # M avem egalitatea triunghiului
M'A; = M'M + M A,;.

Problema 2.3.2 Fie G centrul de greutate al triunghiului NABC si M un
punct oarecare din spatiu. Sa se demonstreze relatia

MA+ MB+ MC =3MG.
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Ind. Se folosesc relatia triunghiului MG + GA = - M A si analoagele
acesteia. Se tine cont ci pentru centrul de greutate avem GA+GB+GC = 0.

Problema 2.3.3 Fie A1, Ao, ..., A, si respectiv By, Bs, ..., B, puncte dis-
tincte din spatiul afin real A. Considerdnd punctele

1 1 1
G=-A1+—-A+..+—-A,
n n n
§1 respectiv
, 1 1 1
G =—B1+—By+..— By,
n n n

sa se arate ca

A1By+ AsBs + ... + A, B, = nGG'.

In particular, doud sisteme finite de puncte {Ay, Aa, ..., Ap} si

{Bi1, Ba,..., Bp} au acelasi centru de greutate cu ponderile
1 1 1
— e

daca si numai daca
A1B1 +AsBy + ...+ A, B, = 0.
R. Avem > " | A;B;=>", [OBi — OAi] =nOG" — nOG = nGG'.

Problema 2.3.4 Fie A, B,_C’ lrei puncte aﬁnﬂdependente si B, F, G
punctele ce tmpart vectorii AB, BC' si respectiv CA in rapoartele a, b si c.
Sa se arate ca o condilie necesard §i suficientd ca punctele E, F, G sa fie
afin dependente este ca a-b-c= —1 (Teorema lui Menelaus).
Ind. Se folosesc relatia
_ 1 _
OFE =——0A+—_0B
a+1 a—+1

si analoagele acesteia pentru punctele F' si G, vectorii AB si BC si rapoartele
corespunzatoare b gi c.

Problema 2.3.5 Fie A, B,C trei puncte afin independente si E (respectiv
F) un punct coliniar cu A gi C (respectiv A si B), astfel incdt dreptele afine
generate de sistemele de puncte {B,E} si {C,F} sa aibd un punct comun
D. Sa se arate ca punctele

1 1 1 1 , 1 1

sunt afin dependente (Dreapta Newton-Gauss).
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Problema 2.3.6 Sa se arate cd in orice triunghi:
a) medianele; b) inaltimile; c) bisectoarele; d) mediatoarele
sunt concurente.

Problema 2.3.7 Daca in triunghiul ANABC notam cu G - centrul de greu-
tate, H - ortocentrul si O centrul ﬁcului circumscris triunghiulus, atunct
are loc relatia lui Fuler GH = 20G.

Problema 2.3.8 Intr-un tetraedru ABCD muchiile opuse sunt perpendic-
ulare doud cdte doud dacd si numai daca

AB-AC =AB-AD = AC - AD.

_ Ind. Folosind egalitatea triunghiului, se arata ca relatia AB - DC =
AB - CD este echivalenta cu AB- AC' = AB- AD. Analog, se obtin celelalte
echivalente.

Problema 2.3.9 Dreptele care unesc mijloacele muchiilor opuse ale unui
tetraedru sunt concurente.

Problema 2.3.10 In spatiul afin canonic R3® se considerd punctul
0O (2,-1,3) gi sistemul de puncte

R={Ey=(1,-2,-3), By =(1,1,-5), By =(-2,—1,3), E4=(6,1,2)}.

a) Sa se scrie reperul cartezian R' cu originea in O' = Ey, asociat
sistemului de puncte R.

b) Sa se determine schimbarea de coordonate la trecerea de la reperul R’
la reperul R" = {0" = O; €Y, €y, €4} unde

6/1/: (17270)7 6/2/: (07172)7 eg: (2’0’ 1>

§t sd se indice translatia §i centro-afinitatea prin care se realizeazi aceastd
schimbare de reper.

R. a) R = {Ol = Eo (1, *2, *3); 6,1 = E1E0 = (0,3, *2), 6’2 = E2E0 =

(—3,1,6), e5 = E3FEy = (5,3,5)}.
b) Transformarea de coordonate este X' = C' - X" + A, unde

X'=| 2 |, X"=1| 24 |,
1 77 17 —40 1 —52
C=— | -1 40 =27 ), 4a=— [ 79

32 24 49 163 80
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Problema 2.3.11 Fie @ si b doi vectori perpendiculari avind normele
lal| = 3, HBH = 4. Sa se calculeze H(?ﬁ—g) x (@— 25)“.

R. 60.

Problema 2.3.12 Fliem,n,p trei vectori necoplanari. Sa se studieze liniar
independenta vectorilor

— 27 — 37+
=T +7+2p

m—n.

ol ol Ql

R. Liniar independenti: (@,b,¢) = —4(m,n,p) # 0.

o — 3! _ . .. . — 7 = .
Problema 2.3.13 Dacaa', b, ¢ sunt reciprocii vectorilor a, b, ¢, atunci se
cer:

a) Sa se exprime produsul mixt (a ,BI,E’) in functie de produsul mixt
- S o .. -/ .
(@,b,¢); In ce conditii vectorii @',b,¢é sunt coplanari?

b) S& se demonstreze cd volumul tetraedrului construit pe vectorii liberi
@ x (@xb),b X (b x€), @ x (¢ x @) este egal cu volumul tetraedrului
construit pe @, b, c;

c) Si se deduci egalitatea @ x (@ x b) =¢ x (¢ x b).

- 1
R. (@, b7 ) = @30 b) Folosind formula dublului produs vectorial,
a,b,c
obtinem
@ x(@xb)=-b b x(bxe)=—-¢, ¢ x (¢ xa) =—a.
Problema 2.3.14 Se dau vectorii U1 = aj —bk, Ty = —ai—ck, T3 = bi—cj.

Sa se calculeze: (U1,U2,U3), U1 X (Ug X Us) §i U1 + U + Us.

R. (01,72,73) = —2abc. b) 01 x (V2 xv3) = c(a— b)(a+b)i+bc%j + ac’k.
C) V1 + U2 +v3 = (b—a)i—i— (a— C)j — (b—i—C)k.
Problema 2.3.15 Se considerd punctele A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c).
1
Sa se arate cd aria triunghiului ABC' este cel mult egald cu 5\/ a* + b + ¢t

In ce conditii are loc egalitatea?
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1
R. Apapc = 5\/a2b2+a202+b202. Aplicim inegalitatea Cauchy.

Avem egalitate pentru a? = b2 = 2.

Problema 2.3.16 Sa se calculeze aria g1 indaltimile din triunghiul ANABC
determinat de punctele A (1, , B(2,1,-1), C(3,2,—6).

\/18 18 182 182
R. ApaBc = =\ 57 ; hp = \/ hc—\/ R

Problema 2.3.17 Sa se calculeze volumul tetraedrului ABCD si inaltimile
acestuia, unde A(1,-5,4), B(0,-3,1), C(-2,—4,3), D (4,4,-2).

R. Vapep = 15/2; ha = 3. Folosind formula volumului unui tetraedru,
se calculeaza si celelalte indltimi.

Problema 2.3.18 Se dau vectorii p,q,T necoplanari siu =p—2q+3r, v =
ap—q+Tr,w=3p+q—T.

a) Sa se determine o € R astfel incat sa avem egalitatea de volume

‘/(ﬂ,ﬂ,ﬁ) = 5‘/25767?)'

b) In cazul cind o = 2 si vectorii P,q,T formeazd un tetraedru regulat
de latura 1, sa se determine unghiul ¢ dintre vectorul w si planul
determinat de v i w.

R.a) ag =2, a0 =—-8.b) p =7/4

Problema 2.3.19 Daca (6, b, E) # 0, atunci sa se rezolve sistemul:

&I HI &I
0' @I QI
I

0
0
1.

Ql
X
<

R.z =

Ql
<

(@.b,2)

Problema 2.3.20 Fie sistemul de ecuatii:
Tx(yxa)=b
7 x (T xb) =17,

unde @ x b # 0.
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a) St se arate ci sistemul are solutii dact gi numai daca |[al = ||b|| si sd
se rezolve in acest caz.

b) Daci @ L b, atunci T L 7. Reciproca este adevirati?

R. a) Pentru |ja| = HBH, solutiile sistemului sunt
(a,b) - - (a,b)
T=al|la—~——2b| siy=0|b——=%-a|,
[ P ] [ P ]
unde o
ooy il

[l@ x l[>



Capitolul 3

Geometrie analitica in spatiu

3.1 Elemente teoretice fundamentale
§1. Planul in spatiu

In spatiul geometriei euclidiene Fs3, un plan este determinat in mod
unic de urmatoarele conditii:

1. un punct si o dreapta perpendiculara pe plan;
2. un punct si doud drepte neparalele;
3. trei puncte necoliniare.

Fie A(xo,0,20) un punct in spatiu si fie n(4, B,C) un vector nenul
din spatiu. Atunci, existd un unic plan 7 care trece prin punctul A si este
perpendicular pe directia 7.

Propozitia 3.1.1 FEcuatia planului m determinat de punctul A(zo, yo, 20) §i
directia normala n(A, B,C) este

m: A(x —x0) + By —yo) + C(z — z9) = 0.

Observatia 3.1.2 Dacd efectuam inmultirile in ecuatia precedentd, de-
ducem ca ecuatia generald a unui plan este

m: Az +By+Cz+ D =0,

unde A? + B% + C? # 0. Evident, normala la planul 7 este determinata de
vectorul m(A, B, C).

43
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Fie A(xo,yo,20) un punct in spatiu si fie v1 (I, m1, n1), v2(ly, ma2, n2) doi
vectori necoliniari din spatiu. Atunci, existd un unic plan 7 care trece prin
punctul A si este paralel cu vectorii vy si Us.

Propozitia 3.1.3 Ecuatia planului w determinat de punctul A si directiile
U1 gt Uy este
T—To Y—¥Y =—%0
Y[ ll mi ni =0.
l2 ma n2

Fie A(z1,v1,21), B(x2,y2,22) si C(xs,ys,23) trei puncte necoliniare.
Atunci, existd un unic plan 7 = (ABC) determinat de cele trei puncte.

Propozitia 3.1.4 Ecuatia planului m determinat de punctele A, B gi C' este

r y =z 1
r—x1 Y—y1 <2—z oy oz 1
T X2 —T1 Y2 —Y1 22— %21 =07 {El yl zl 1 =0
2 Y2 22
T3 —T1 Y3 — Y1 23— 21
vl x3 ys 23 1

Observatia 3.1.5 Patru puncte M;(x;,vi,2i), i = 1,4, sunt coplanare dacd
st numai dacd

1 oy oz 1
T2 Y2 22 1| _ 0
r3 Y3 23 1 )
T4 Ys 21 1

§2. Dreapta in spatiu

In spatiul geometric E3, o dreapti este unic determinati de urmé-
toarele conditii:

1. un punct si o directie data;
2. doud puncte distincte;

3. intersectia a doud plane.

Fie A(xo,y0,20) un punct in spatiu si fie v(l,m,n) un vector nenul din
spatiu. Atunci, existd o unica dreaptd d care trece prin punctul A si este
paralela cu directia v.
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Propozitia 3.1.6 Fcuatiile carteziene ale dreptei d determinatd de
punctul A(zo, Yo, 20) §i directia T(l, m,n) sunt

d: T—% _Y—Y _ =" %0 (=1).
l m n
Observatia 3.1.7 i) Rapoartele care apar au un caracter formal, in sensul
ca dacd un numitor este egal cu zero, atunci si numdaratorul corespunzator
este egal cu zero.
it) Daca egalam rapoartele precedente cu t € R, atunci gasim ecuatiile

parametrice ale dreptei

r=ux9+ It
d:< y=yo+mi
z = zo + nt.

Fie A(x1,y1,21) si B(z2,y2,22) doud puncte distincte. Atunci, exista o
unica dreaptd d = (AB) determinata de cele doud puncte.
Propozitia 3.1.8 Ecuatiile dreptei d determinate de punctele A gi B sunt

r—r Y-y -2

d: .
T2 — X1 Y2—un 22 — 21
Din geometria elementard se stie cd doud plane neparalele se inter-
secteaza dupa o dreapta. Prin urmare, o dreapta in spatiu d poate fi privita
ca intersectia a doud plane neparalele 71 si w9, adicd ea este determinata de
ecuatiile

de i (. d ATt By +Crz+ Dy =0 (m)
! 2 A2$C+Bgy+CQZ+D2:0(7T2).
Observatia 3.1.9 Vectorul © = %1 x T2, unde mi(A1,B1,C1) si

n2(Ag, B2, C2) sunt normalele la planele w1 §i w2, reprezinta vectorul di-
rector al drepter d = w1 N mwa.

Definitia 3.1.1 i) Multimea tuturor planelor de ecuatie
Tau : A(A1z + By + Crz + Dy) + p(Azx + Boy + Caz + Da) = 0,

unde A\, pn € R, A2+ 12 # 0, se numeste fascicolul de plane determinat de
planele w1 si 7o.
it) Multimea tuturor planelor de ecuatie

wy:Ax+By+Cz+AX=0,

unde A € R, reprezintd fascicolul de plane paralele cu planul © : Ax +
By+Cz+ D =0.
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Observatia 3.1.10 Fascicolul de plane my, reprezinta toate planele din
spatiu care trec prin dreapta d = w1 N 7.

§3. Unghiuri in spatiu

Sa consideram doud drepte orientate in spatiu, de ecuatii

r— Yy—1un Z—z1 .
= = sids:
I my ny la ma no

T—T2 Y—Y2 z—2%2

dy:

)

ale cdror orientari sunt date de vectorii vy (l1,m1,n1) si U2(la, ma, n2).
Definitia 3.1.2 Unghiul dintre dreptele orientate dy si dy este definit de
formula

71 - V2 lile + mima + nine

cost) = — -~ = )
(- 1Pell /B +mi+n? /B +md+n3

0 € [0,].

Observatia 3.1.11 i) d; L dy < 71 - U2 = 0 < l1la + mimg + ning = 0.

. — 1
Qi) di || do & Ty xTp =0 & =L =1
la m2  m2

Fie doua plane 7 si 72 orientate in spatiu, determinate de ecuatiile

w1 Az + Biy+ Ciz+ Dy =0,
o : Asx + Boy + Caz + Do =0,

ale cdror orientdri sunt date de vectorii normali 7i(Aj, By,C1) si
n2(Asg, B, Ca).

Definitia 3.1.3 Unghiul dintre planele orientate m, $i wo este definit de
formula

ny Ny A1As + B1 By + C1Cy
[l - [[72ll /A3 + B2+ C2. /A2 + B3 + CZ’
Observatia 3.1.12 i) 7y L my < ny -Mie =0 A1 As + B1 By + C1C5 = 0.
A _ B G
Ay By Oy

cosf = 6 € [0,7].

ii) T H To & N X Ng =0<
Fie m : Ax + By + Cz 4+ D = 0 un plan orientat cu directia normala
n(A, B,C) si fie o dreaptd

d'SC*iUo:y*yo:Z*Zo
o m n

orientata de vectorul v(l,m,n).
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Definitia 3.1.4 Unghiul dintre dreapta orientata d si planul orientat w este
definit de formula

ven [A+mB +nC
Pl [7ll ViZ+m2+n?- VA2 + B2+ C%

l
Observatia 3.1.13 i) dJ_7T<:>E><ﬁ:0<:>Z =
ii)d|mev-n=0&lA+mB+nC =0.

cosf = 0 € [0,n].

Qls

m
B

84. Distante in spatiu
Fie A(z1,y1,21) si B(z2,y2, 22) doud puncte in spatiu.

Propozitia 3.1.14 Distanta dintre punctele A si B este data de formula

5(4,B) = /(0 — ) + (12— 1)* + (22— 21)°.
Fie A(zo, Yo, 20) un punct in spatiu si fie un plan 7 : Az+By+Cz+D = 0.

Propozitia 3.1.15 Distanta de la punctul A la planul 7 este datd de for-
mula

_ |Azo + Byo + Czp + D|
VA2+B2+C?

Fie A(zo, Yo, 20) un punct in spatiu si fie o dreaptd

0(A, )

rT—21 _ Y—-y1 _ z—2x

l m n

d:

determinatd de punctul A;(x1,y1,21) si directia v(l, m,n).

Propozitia 3.1.16 Distanta de la punctul A la dreapta d este data de for-
mula

6(A,d) =
unde AAl(xl —20,Y1 — Yo, 21 — ZO)-

S& considerdm doud drepte in spatiu, de ecuatii

=21 _ Y-y _2—-~A . =2 Y~ Y2 R R
= = sids: = = ,

di :
l1 my ny la ma no

care trec prin punctele A;(z1,y1,21) € di si Aa(x2,y2,22) € da si ale caror
directii sunt date de vectorii v1(l1,m1,n1) si v2(la, ma2, n2).
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Propozitia 3.1.17 Distanta dintre dreptele dy si do este data de formula
|(A1 A2, v1,72)|

|[T1 X Da|

d(dy,dg) =
unde Ay As(xa — x1,Y2 — Y1, 22 — 21).

3.2 Probleme rezolvate

Problema 3.2.1 Se dau punctele A(3,1,0), B(2,1,-1), C(3,2,1). Sa se
scrie ecuatia unui plan:

a) care trece prin A, B, C;
b) care trece prin B si este paralel cu xOy;
c) care trece prin C gi contine axa Oz;

d) care trece prin B, C i este paralel cu Oy.
Rezolvare. a) Ecuatia planului care trece prin A, B, C este

T—TA Y—YaA 22— 24
TB—TA YB—YAa 2B — 24 | =0,
TC —TA Yo — YA =ZC — ZA

adica
xr—3 y—1 =z
-1 0 -1 |=02z+y—2—-4=0.
0 1 1

b) Planul ciutat are drept normald vectorul k(0,0,1). Prin urmare,
ecuatia planului cautat este z +1 = 0.
c¢) Planul contine orice doud puncte de pe axa Oz. Alegem, pentru
comoditate, punctele O (0,0,0) si M (0,0,1). Atunci ecuatia planului cerut
este
T —Zo Y—1Yo 2= Z0
Ty —2o Ym —Yo v —Zzo | =0,
TC—To Yc —Yo ZC — 20

adicd

=0&2x—-3y=0.

w o R
N O
— = N
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d) Planul ciutat este determinat de punctul B si directiile BC(1,1,2) si

7(0,1,0). Prin urmare, ecuatia planului ciutat este

r—2 y—1 z+1
1 1 2 =0&2xr—2—-5=0.
0 1 0

Problema 3.2.2 Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctul
M (2,0,1) si care este perpendicular pe planele 1 @ x +y+ 2z = 0 g
mo ¥ — 2y +3z=1.

Rezolvare. Fie 7 planul cautat. Deoarece planul 7w este perpendicular
pe w1 si mo, rezultd ca el este paralel cu normalele la acestea, si anume,
1 (1,1,1) sima (1,—-2,3). Astfel, planul 7 este planul determinat de punctul
M si directiile 77 si mg, adica

r—2 y z—1
e 1 1 1 =0&b0rx—-2y—32—-7=0.

Problema 3.2.3 Sa se scrie ecuatia unui plan paralel cu planul
(P):x+y+2=3

§i care trece prin mijlocul segmentului determinat de punctele M (1,3,2) si
M2 (_17 37 4) .

Rezolvare. Mijlocul segmentului M; My este punctul M (0,3, 3). Planul
cautat va avea aceeasi normald cu (P), deci ecuatia sa este

l-(x—0)+1-(y—3)+1-(2—-3)=0<z+y+2—6=0.
|

Problema 3.2.4 Fie planul definit parametric prin

T =—2+3\u—4v
y=1-—2u—+ puv u,v € R.
z=1—pu+ v,
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a) Sa se giseasca X\ i p € R astfel incdt planul sa fie ortogonal pe vectorul
v (1,7,11).
b) Pentru valorile \ si p gasite sa se scrie ecuatia generald a planului.

Rezolvare. a) Vectorul v trebuie si fie ortogonal pe orice directie
continuta in planul dat. In consecinta, vectorul ¥ este ortogonal pe vec-
torul arbitrar MoM, unde My (—2,1,1) si

M (=243 u —4v,1 — 2u+ pv, 1 — pu + Av) .
Deducem ca
T L MoM (3)u — 4v, —2u + pv, —pu + M), ¥V u,v € R,
adica
1-(Bh\u—4v) +7- (—2u+pv) + 11 (—pu+ Av) =0, YV u,v € R.
Ultima egalitate conduce la sistemul

{3)\11u14:0 A= p= 1

IIA+7np—4=0
b) Ecuatiile parametrice devin

T =—-2+3u—4v
y=1—2u—v u,v € R.
z=14+u+wv,

Pentru a scrie ecuatia generala a planului, se elimina u si v din ecuatiile
anterioare. Obtinem ecuatia x + 7y + 112 —16 =0 m

Problema 3.2.5 Sa se scrie ecuatiile dreptei care trece prin M (1,—1,1)
§i este paralela cu dreapta de intersectie a planelor (P1) : x +y = 3 §i
(P2):xz—2z=1.

Rezolvare. Dreapta de intersectie a planelor (Pj) si (P) are drept
vector director produsul vectorial ¥ = Ty X Mo al normalelor la cele doua
plane (deoarece este perpendiculara pe ambele). Avem
E —
0 |=—i+j—k.
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Dreapta cautata are drept vector director pe v si contine punctul M, deci
ecuatiile ei sunt
z—1 y+1 =2-1
-1 1 =1

Problema 3.2.6 Gasiti o, 5 € R astfel incat dreapta

r_y-p_z

o 1 2

sd fie continuta in planul x — z = 0 i sa treaca prin M (1,1,1).

Rezolvare. O conditie necesard pentru ca dreapta sa fie continuta
in plan este ca vectorul ei director 7 s& fie perpendicular pe normala
(1,0, —1)la plan, ceea ce se scrie ca v -7 = 0 si conduce la o = 2.

Inlocuind coordonatele lui M in ecuatiile dreptei, gisim § = 1 /2.

Observatie. O alta cale de rezolvare este aceea de a pune conditia ca
sistemul format cu ecuatiile dreptei si planului s& admitd o infinitate de
solutii. m

Problema 3.2.7 Sa se scrie ecuatia planului care trece prin My (2,—1,1)
g1 este perpendicular pe dreapta definita de planele (Py) : x+2y+2z+2 =10
gi(P2):x—y+z+1=0.

Rezolvare. Planul cidutat are drept normala dreapta (D) de intersectie
dintre (Py) si (P2). Insa vectorul director al dreptei (D) este

J
2

N

=4i+7 — 3k.

|
I
(S |

-1 1

In concluzie, ecuatia planului ciutat este
4-(z—2)+1-(y+1)—-3-(z—1)=0=4x+y—32—4=0.

[ ]

Problema 3.2.8 S se scrie ecuatia planului care trece prin mijlocul seg-
mentului M N, unde M (1,—1,2), N (4,-3,1), este paralel cu dreapta

z—1 y+1
(d) : 5 =3 =%

gi este perpendicular pe planul (P) :x —2y —z—1=0.
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Rezolvare. Mijlocul segmentului MN este punctul Q(5/2,—2,3/2).
Planul cdutat va contine vectorul director al dreptei (d) si normala la (P),
adica are ecuatia

r—>5/2 y+2 z-3/2
2 3 1 =0 —24+3y—724+19=0.
1 -2 -1

Problema 3.2.9 Sa se scrie ecuatiile dreptei care este continutda in planul
(P): x+3y+22—2=0, se sprijina pe dreapta (d) : © =y = z i este
paraleld cu planul (P') : 4z —y — 2z —3 = 0.

Rezolvare. Dreapta cautata va avea ca vector director produsul vecto-
rial al normalelor la cele doud plane, si anume

ik _
2 | = -i+97—13%
1 -1

Prin urmare, ecuatiile dreptei pot fi scrise sub forma

r—a y—p z
-1 9 = -13

Din conditia ca sistemul

sé fie compatibil, gasim ecuatia 11a — 65 = 0.

Pe de alta parte, conditia ca dreapta sa fie continuta in planul (P) implica
relatia o + 35 — 2 = 0. Rezolvand sistemul, obtinem o = 4/13 si 5 = 22/39.
[ |

Problema 3.2.10 Sa se scrie planul care trece prin punctul A (3,1, —2) si
care contine dreapta
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Rezolvare. Dreapta d este intersectia planelor

d-: r—5z—4=0
1l y—224+3=0.

Fascicolul de plane care trece prin dreapta d este
m:x—bz—4+A(y—22+43)=0, AeR.
Conditia A € 7y implica A = —9/8. Ecuatia planului ciutat este
Ta=—g/8 : 8¢ — 9y — 22z — 59 = 0.
|

Problema 3.2.11 Flie punctul M (2,1,0) gi planul (P) : 2z 42y + 2z = —3.
Sa se determine:

a) proiectia lui M pe plan;
b) simetricul lui M fata de plan;
c) distanta de la M la planul (P).

Rezolvare. a) Perpendiculara din punctul M pe planul (P) este

r—2 _ y—-1_=z

2 2 1

Proiectia M’ a punctului M pe planul (P) se obtine din intersectia acesteia
cu (P). Rezolvand sistemul

r—2 y—-1_=z
2 2 1

20 + 2y + 2z = -3,

gasim M’ (0,—1,—1).
b) Coordonatele simetricului M” al punctului M fatd de plan se obtin
din relatiile

Ty + Xy YMm + Ypp ZM + Zm

M= T s UM T A 5
Prin urmare avem simetricul M" (-2, -3, —2).
c) Distanta de la punctul M la planul (P) este
_ 2242141043

V22 +22 412

(M, (P))
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Problema 3.2.12 Sa se afle coordonatele proiectiei ortogonale a punctului
M(1,1,1) pe dreapta

z—1 y+1 2+12
d) : = = .
(d) 2 2 -1

Rezolvare. Fie M'(«,3,7) proiectia punctului M pe dreapta (d).
Deoarece M’ € (d), obtinem relatiile

a—1 p[+1 ~+12
2 2 -1

Vectorul MM'(a—1,5—1,~v—1) este perpendicular pe vectorul director
al dreptei (d). Prin urmare, avem

MM 1t MM -7=0&2(a—1)+2(6—-1)—(y—1)=0.
Rezolvand sistemul, gasim o = —1, §=—-3,v=—11. m

Problema 3.2.13 Sa se scrie ecuatia unui plan care trece prin dreapta

r—1 y—1 2z-2
D) == =" =73

st care este perpendicular pe planul (P):z+y+ 2z =0.

Rezolvare. Planul cautat va contine vectorul director al dreptei (D)
si normala la (P) si va trece prin orice punct al dreptei (D), spre exemplu,
prin punctul A4 (1,1,2). Prin urmare, ecuatia planului cdutat este

r—1 y—1 2-2
0 1 2 =0 —24+2y—2z+1=0.
1 1 1

Problema 3.2.14 Sa se scrie ecualiile dreptei care trece prin A(3,1,—1)
§t se sprijind pe dreptele

e+l oy z

3 Ty SR
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Rezolvare. Totalitatea dreptelor care trec prin punctul A este data de
familia de drepte

Jr=3=A@-1)
dM.{ e 3—n(ei1), MHER

a) Din conditia ca sistemele

r—3=Ay—1) r—3=Ay—1)
r—3=pu(z+1) si xr—3=p(z+1)
E_y—?_ 1 w—i—l_i_f
1~ 3 ° 2 T 1 4

sa fie compatibile, se gasesc doud ecuatii din care rezulta A si u.

b) Cazul al doilea se trateaza analog.

Observatie. Scriind fascicolele de plane determinate de prima, respec-
tiv, a doua dreaptd, obtinem ecuatiile unei drepte oarecare care se sprijina
pe cele doua drepte date, adica

z+Ay—(1+3N)z+1+A=0
Tl mrty - pz 1420 =0,
unde A, 2 € R. Impunand conditia A € dxu, obtinem dreapta doritd. m

Problema 3.2.15 Sa se gdseascd pe dreapta

r+y+z—1=0
3z —y+42—-29=0

un punct egal departat de punctele A(0,0,0) si B(2,1,2).

Rezolvare. Punctul cautat se gaseste la intersectia dreptei date cu
planul mediator al segmentului AB. Planului mediator al segmentului AB
este planul care trece prin mijlocul M(1,1/2,1) al segmentului AB si are
directia normald AB(2,1,2), deci are ecuatia

1
2@ —-1)+1- <y§>+2(z1):()@4sc+2y+429:().

Rezolvand sistemul
r+y+2—-1=0
3r—y+42—-29=0
dr 42y +4z -9 =0,

gasim punctul P(—25/2,—-5/2,16). m
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Problema 3.2.16 Sa se calculeze distanta de la punctul A(1,2,2) la
dreapta

z—1 y+1 =z+1

(d): — 3 3

Rezolvare. Punctul A;(1,—1,—1) apartine dreptei (d) iar v(—5, 3, 3)
este vectorul director al dreptei. Rezulta ca

_ ¢ gk _
AA xv=| 0 -3 —3|=15j—15k.
-5 3 3

Prin urmare, distanta de la punctul A la dreapti este

V2254225 /450 s /18
V25+9+9 /43 43

5(4, (d))
|

Problema 3.2.17 Sa se scrie ecuatia perpendicularei comune a dreptelor

r—1 _y—-3 =z . LT _Y_

z—1
T
Rezolvare. Perpendiculara comuna a lui (d;) si (d2) se giseste la inter-

sectia dintre planul determinat de Ay, U1, U1 X U2 ¢i planul determinat de
Aoy, To, U1 X Tg. Deoarece avem

T
V1 X Vg = 2 1 0 :i*2j+5k,
-1 2 1

rezulta ca ecuatiile perpendicularei comune sunt

¢

z—1 y—3 =z
2 1 0|=0
1 -2 5 {x—?y—z+5:0
=
r oy z2-—1 20 +y=0.
-1 2 1
L 1 -2 )

0
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Problema 3.2.18 Sa se calculeze distania dintre dreptele

Jx+y=4 . 'x—Z_y—B_E
(d1>’{x2y+z:5 $0 (da) 12 0

Rezolvare. Directiile dreptelor (di) si (d2) sunt v1(1,—1,—3) si
72(1,2,0) iar produsul lor vectorial este

T 7 k B B _
Ty Xve=|1 —1 =3 |=06¢t—35+3k.
1 2 0

Punctul A;(1,3,0) apartine dreptei (d;) si punctul A3(2,3,0) apartine
dreptei (d2). Produsul mixt al vectorilor A; Aa, U1 si U2 este

1 0 0
(A1A2,71,T0) = | 1 -1 =3 | =6,
1 2 0
ceea ce implica
6 V6
0((dr), (d2)) = —= = —.
(@), (@) = 5= =3

Problema 3.2.19 Sad se determine « si 8 € R astfel incdt planele

(m) @ z+4+2y—2z=aq,
(me) : ax =3,
(m3) + x4+ PBy+2=0

a) sa se intersecteze dupa o dreapta;
b) sa se intersecteze intr-un punct;
¢) sa formeze o prisma.

Rezolvare. a) Trebuie ca sistemul

T+2y—z=«
ar =3
r+Py+z2=0
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s& fie compatibil simplu nedeterminat, adica

(|1 2 -1
a 0 0 |=0
L g1 a(f+2)=0
1 2 «a <:>{0425—35+6=0.
a 0 3 |=0
(|1 B 0

Rezultd a = 0 si § =2 (Nu convin! De ce?) sau a = £v/6 si § = —2.
b)Sistemul de mai sus trebuie s fie compatibil determinat, adica

—1
0 |#0=aecR\{0}, 8 e€R\{-2}.
1

™ O N

1
o
1

c¢) Deoarece cele trei plane sunt doud cate doud neparalele, conditia nece-
sard si suficientd ca ele sa formeze o prisma este ca cele trei plane si nu aiba
nici un punct comun, deci sistemul format cu ecuatiile lor trebuie sa fie
incompatibil. Rezultd o € R\{0,+v6} si = 2. m

Problema 3.2.20 Sa se determine simetrica dreptei

‘x—l Yy z—2
1

fata de planul zOy.

Rezolvare. Pentru a determina simetrica dreptei (d) fatd de planul
2Oy, construim simetricele a doud puncte de pe (d) fatd de acest plan.
Pentru comoditate, unul dintre puncte il alegem la intersectia lui (d) cu
20y, adica M (5,1,0) (deoarece simetricul lui M fatd de plan este tot M).
Fie, acum, N (1,0,2) € (d). Simetricul lui N fatd de xOy este N’ (1,0, —2)
iar dreapta cautata este

N'M : =
4

r—1 Y z+2
] .
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3.3 Probleme propuse

Problema 3.3.1 Sa se determine ecuatia planului care trece prin punc-
tul M (—1,1,0) i taie pe azxele de coordonate segmente cu lungimile pro-
portionale cu numerele 2,3,4.

R. 6z +4y+32+2=0.

Problema 3.3.2 Fie triunghiul AAMC' determinat de punctele A (0,2,0),
M (3,2,1), C(0,1,2). Sa se scrie ecuatiile:

a) tnaltimii din A;

b) medianei din M;

c¢) mediatoarei laturii AM.

T _ y-2 _ =z,
R. a) 9 = *8 — 19a b)

{3$+Z—5=0

z—6y—32+12=0.

Problema 3.3.3 Un mobil M se deplaseaza in spatiu pe tratectoria datd de

r=2t+1
y=—t
z=1t+43.

Sa se determine momentul t la care mobilul se afla in planul x +y+2=10
st sa se scrie ecuatiile carteziene ale acestei traiectorii.
x—1 gy z—3

R-t:*Q = — =
T2 -1 1

Problema 3.3.4 Sa se scrie ecuatiile proiectiei dreptei

x—1 y+1 2z-2
2 3 5

pe planul 3x — 2y + 2z —4 = 0.

R rT+y—2z+2=0
"1 3x—2y+2—-4=0.

Problema 3.3.5 Sa se scrie ecuatia unui plan care este paralel cu planul
(P) : 3z + 5y + z =0 gt care trece prin punctul M (2,0,5).
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R.3z+5y+2—-11=0.

Problema 3.3.6 Si se afle coordonatele  simetricului  punctului
M(2,—1,-1) fata de dreapta

r—1 y+1 z
2 3 0
R. M"(2/7,—4/7,8/7).
Problema 3.3.7 Fie dreapta
r—1 y—2 =z
(@): =5~ = -1 3

i planul (P) : 2z —y+2z = 0. Sa se afle simetrica dreptei (d) pe planul (P).

r—1 y—2 =z
R‘fm'_ 5 1

Problema 3.3.8 Si se scrie ecuatiile proiectiei ortogonale a dreptei

Jz+y+z+3=0
(d>{ 2 —3y—2=0

pe planul (P) : 3z 42y —2z—2=0.

R —Tx+13y+52+3=0
"l 3z +2y—2—-2=0.

Problema 3.3.9 Sa se gdseasca unghiul dintre dreptele

x—1 y z—4 ) y=3
O R et A 1h S A

R. cosf = —/5/3.

Problema 3.3.10 Calculati unghiul pe care il face planul 2x+2y—2—3 =0
cu dreapta

R. cosf = 2/15.

Problema 3.3.11 Sa se afle unghiul dintre planele (P) iz +y+2z=1 gi
(Q):2x —y+2z=3.
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R. cosf = 51/6/18.
Problema 3.3.12 Flie planul (P) :x+y+ z+ 1 =0 gi dreapta

Jr—y—32+2=0
(d){ 2 —y+2z—-3=0.

a) Sa se scrie ecuatia planului (Q) care trece prin dreapta (d) i face un
unghi de 60° cu planul (P).

b) Sa se scrie ecuatia planului (R) care trece prin dreapta (d) si face un
unghi de 30° cu dreapta

(d): — =5~ =3
+
R. a) (QLQ) : $7y73z+2+>‘172(2$*y+22*3) == 0, U.Ilde )\1’2 = 973\/%
51 £ 370
b) (Ri2):x—y—324+24+ X202z —y+22—3) =0, unde A\ 2 = T\/_

Problema 3.3.13 Sa se determine simetricul planului 2z +y—2z = 1 fata
de planul z+y + 2z = 0.

R. 4z —y+82+3=0.

Problema 3.3.14 Sa se calculeze distanta de la punctul M(3,—-2,1) la

dreapta
x—1 y+2 2z-3

(d): =5 —9 3

R. 6(M, (d)) = 4v/21/7.
Problema 3.3.15 Sa se arate ca dreptele

) oz z+1 y—-1 2z+1

sunt oarecare in spatiu st sa se determine distanta dintre ele.

r—1 'y

R. Dreptele nu sunt nici paralele nici concurente; 6((d) , (d2)) = 5/v/13.

Problema 3.3.16 Sa se afie locul geometric al dreptelor care se sprijind pe
dreapta (d1) : © =y = z gi sunt paralele cu dreapta
x—1 y—2 2z-3

2 3 17

(d2) :



62 CAPITOLUL 3. GEOMETRIE ANALITICA IN SPATIU

R. Locul geometric este planul 2z —y — 2z = 0.

Problema 3.3.17 Fie un triedru OABC' astfel incdt

L+L+L_l>0( t t)
oATOBTOC Tk constant.

Sa se demonstreze ca planul ABC' trece printr-un punct fix.

R. Punctul fix este P(k, k, k).

Problema 3.3.18 Sa se determine locul geometric al simetricelor punctelor
planului (P1) : x + 2y = 0 fata de planul (P2) : 2x 4+ z = 0.

R. Locul geometric este planul 3z — 10y + 4z = 0.

Problema 3.3.19 Sa se arate ca planele duse prin mijloacele muchiilor
unui tetraedru si perpendiculare pe ele sunt concurente.



Capitolul 4

Transformari liniare

4.1 Elemente teoretice fundamentale
Fie V si W doud K-spatii vectoriale.
Definitia 4.1.1 O aplicatie T : V — W care verificd proprietatile

1. Tw+w)=TwW)+T(w),Vov,weV,

2. T(aw) =aT(v),YVae K,Yv eV,

se numegte transformare liniard (aplicatie liniard, operator
liniar sau morfism de spatii vectoriale).

Propozitia 4.1.1 Aplicatia T : V — W este o transformare liniard daca
st numai daca

T(av + pw) = aT (v) + T (w), YV a,B € K, YV v,w e V.

Observatia 4.1.2 i) Notam cu L (V, W) multimea transformarilor liniare
de la spatiul vectorial V' la spatiul vectorial W .

it) O transformare liniara bijectiva T : V — W se numeste izomorfism
de spatii vectoriale.

i11) Daca V.= W, atunci aplicatia liniara T : V — V se numeste en-
domorfism al spatiului vectorial V iar mulfimea acestora va fi notatd cu
Endg (V).

iv) Un endomorfism bijectiv T : V. — V se numeste automorfism al
spatiului vectorial V' iar multimea acestora va fi notata cu Auty (V).

63
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Propozitia 4.1.3 Daca T € Li(V,W), atunci
L. T(Ov) = Ow;
2. T(—v) =-T(),VveV.
Definitia 4.1.2 Fie T € Lx(V,W). Multimea
KerT={veV |T(v) =0y}
se numeste nucleul transformarii liniare T', iar multimea
ImT ={weW | IveV astfel incat f(v) =w}
se numegte tmaginea transformarii liniare T.

Propozitia 4.1.4 Pentru orice T € Lx(V,W) nucleul Ker T este sub-
spatiu vectorial in V' iar imaginea ImT este subspatiu vectorial in W.

Definitia 4.1.3 Daca T € Li(V,W), atunci dimg Ker T = d se numeste
defectul transformarii liniare T dar dimg ImT = r se numegte rangul
transformarii liniare T.

Teorema 4.1.5 Fie T € Li(V,W). Atunci:

1. T este injectiva < Ker T = {0y };

2. T este surjectiva < ImT = W;

3. n=d+r, unde n =dimg V (daca V este finit dimensional).

Fie T € Endg(V), dimg V' = n, i fie B = {ej,e9,...,e,} 0 bazd in V.
Deoarece T'(e;) € V, ¥V i = 1,n, avem descompunerile unice

n
T(Gi) = Zaijej, Vi= m
j=1

Definitia 4.1.4 Matricea A" Mp(T) = (aji); j—15, care are ca elemente
scalarii aj; (ce reprezintd coordonatele vectorilor T'(e;), ¥V i = 1,n, puse pe
coloane), se numeste matricea endomorfismului T in baza B.

Fie T € Endg(V) un endomorfism si fie B’ = {€},éh,...,e,,} o altd
baz& in V. Fie A = Mp(T) € M, (K) si A’ = Mp/(T) € M,(K) matricile
endomorfismului 7" in bazele B si B’ ale spatiului vectorial V.
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Teorema 4.1.6 Legatura intre A si A’ este datd de relatia matriceald
A=ct-A-c,

unde matricea C' = (c45); j=Tn este matricea de trecere de la baza B la in
baza B’

Fie V un K-spatiu vectorial n-dimensional si fie ' € Endg (V) un en-
domorfism.

Definitia 4.1.5 Un scalar A € K se numes valoare proprie pentru endo-
morfismul T dacd

3 v # Oy astfel incit T'(v) = lv.

Vectorul v # 0Oy cu aceastd proprietate se numeste vector propriu
corespunzator valorii proprii A € K.

Propozitia 4.1.7 Multimea
W={veV|T{) =}

este un subspatiu vectorial al lui V, care se numeste subspatiul propriu
corespunzator valorii proprii A € K.

Observatia 4.1.8 Multimea valorilor proprii ale endomorfismului T se nu-
megte spectrul endomorfismului T i se noteazi cu o(T).

Fie T € Endg(V), dimgV = n, si fie B = {ey,ea,...,e,} 0 bazd in
spatiul vectorial V. Fie A = Mp(T) = (aij); ;17 € Mn(K) matricea endo-
morfismului 7" in baza B.

Teorema 4.1.9 Orice valoare proprie a endomorfismului T este o radicing
a ecuatier caracteristice

all — A a2 A1n
- .
det[A — \I,] = a21 422 a2n =0,
an1 an2 e Qpp — A

unde I, este matricea identitate.
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Observatia 4.1.10 Polinomul P(A\) = det[A — AI,,] este independent de
alegerea bazei B gi se numeste polinomul caracteristic al endomorfis-
mulut T sau polinomul caracteristic al matricii A.

Daca A € M, (K) este o matrice si f = agX* +a; X*¥ 1 4...4a) € K[X]
este un polinom, atunci polinomul

f(A) = CLoAk + alAkil + ...+ CLkIn
se numeste polinom de matrice.

Teorema 4.1.11 (Hamilton-Cayley) Daci P(\) = det[A — \I,,] este
polinomul caracteristic al matricii A, atunci avem

P(A) =0,,
unde 0,, este matricea nula.

Definitia 4.1.6 Un endomorfism T : V — V se numeste diagonalizabil
dacd exista o baza B' = {e], e, ..., e} in spatiul vectorial V astfel incat

M0 .0

0 X . O
Mp M=\ 0T ]

0 0 . M

unde \; € K,V i=1,n.

Teorema 4.1.12 Un endomorfism T : V. — V este diagonalizabil daca si
numai dacd are toate valorile proprii in corpul K gi dimensiunea fiecarui
subspatiu propriu este egald cu ordinul de multiplicitate al valoriv propriv
corespunzatoare, privitd ca raddacind a polinomului caracteristic.

Observatia 4.1.13 Orice matrice reald si simetricia (i. e., A= TA) este
diagonalizabila.

Algoritm de diagonalizare a unui endomorfism (a unei matrici)

1. Se fixeaza o baza B a spatiului vectorial finit dimensional V i se scrie
matricea A = Mp(T) a endomorfismului 7" in baza B.

2. Se determina valorile proprii A1, A2, ..., Ap, cu multiplicitatile lor alge-
brice my,ma,...,m, € N, rezolvand ecuatia caracteristica

det[A — \I,] = 0.
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3. Se verifica daca toate valorile proprii \;, V j = 1,p, apartin corpului
K. In caz contrar, se opreste algoritmul si se afirmé c& endomorfismul
T nu este diagonalizabil.

4. Pentru fiecare valoare proprie \; se calculeaza subspatiul propriu aso-
ciat V)\j si dimensiunea acestuia d; = dimg VAj si se verifica daca
d; = m;. In caz contrar, se opreste algoritmul si se afirmi c& endo-
morfismul 7" nu este diagonalizabil.

5. In fiecare subspatiu propriu V), se fixeazd cate o baza Bj si se scrie
baza
p
I _ .
B' =B
i=1

in care se obtine forma diagonald D = Mp/(T).

6. Se scrie forma diagonald D, punandu-se pe diagonald valorile proprii,
fiecare valoare proprie fiind scrisd de atatea ori cat aratd multiplici-
tatea sa algebrica

7. Se verifica relatia matriceald
D=C1'-A.-C,
unde matricea C este matricea de trecere de la baza B la baza B’.

Pentru un scalar A € K, matricile de forma

A1 0 ... 0

A1 0 0O X1 .. 0

()‘)7 < 3\ i\ )7 0 X1 PRRES} :
0 0 A o1

00 - ... A

se numesc celule Jordan atasate scalarului A, de ordinul 1,2, 3, ..., k.

Definitia 4.1.7 Un endomorfism T : V. — V se numeste jordanizabil
daca existd o baza a spatiului vectorial V relativ la care matricea asociata
este de forma

J 0 ... 0
g 0 Jo ... O ’
0 0 .. J,
unde J;, i = 1,p, sunt celule Jordan de diferite ordine atasate valorilor

proprii A;. Matricea J se numeste forma canonicd Jordan.
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Teorema 4.1.14 (Forma canonica Jordan) Pentru orice endomorfism
T € Endg(V), dimg V. = n, care are toate valorile proprii in corpul K,
existd o baza B' C V astfel incit matricea Mp (T) sa fie scrisd in forma
canonica Jordan.

Algoritm de reducere la forma canonica Jordan a unui
endomorfism (a unei matrici)

1. Se fixeaza o baza B a spatiului vectorial finit dimensional V i se scrie
matricea A = Mp(T) a endomorfismului 7" in baza B.

2. Se determina valorile proprii A1, A2, ..., Ap, cu multiplicitatile lor alge-
brice my,ma,...,my € N, rezolvand ecuatia caracteristica

det[A — \I,] = 0.

3. Se verifica daca toate valorile proprii A, V j = 1,p, apartin corpului
K. In caz contrar, se opregte algoritmul gi se afirma cd endomorfismul
T nu este jordanizabil.

4. Pentru fiecare valoare proprie \; se calculeaza subspatiul propriu aso-
ciat V)\j si dimensiunea acestuia

dj = dimg V), =n —rang(A — \;I,,) < mj.

Observatie. Numarul d; < m; ne da numarul de celule Jordan core-
spunzatoare valorii proprii A;.

5. Pentru acele valori proprii pentru care d; < mj, se determina niste
vectori principali Xo, ..., Xp, asociati cate unui vector al unui sistem
liniar independent de vectori proprii din V), in felul urmétor: Se con-
sidera X; € V), un vector propriu oarecare si, impunandu-se conditiile
de compatibilitate, se rezolva sistemele recurente de ecuatii liniare

(A= MNL)Xy = X1, (A= MNI)Xs = Xo, .., (A= NIL)X, =X, 1.

Observatie. Tinand cont de conditiile de compatibilitate gi de forma
generala a vectorilor proprii sau principali, vom determina, dand valori
particulare parametrilor, vectorii proprii liniar independenti din V),
impreund cu vectorii principali asociati fiecdruia. In total, acegtia
trebuie sa fie in numar de m; pentru fiecare valoare proprie ;.

Observatie. Celulele Jordan au ordinul egal cu numarul de vectori din
sistemul format dintr-un vector propriu si vectorii principali asociati.
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6. Se scrie baza B’ in care se obtine forma canonica Jordan J = Mg/ (T),
reunind toti vectorii proprii si vectorii principali construiti anterior.

7. Se scrie forma canonicd Jordan
J=C"1.4. C,
unde matricea C este matricea de trecere de la baza B la baza B’.

Fie V un R-spatiu vectorial euclidian cu produsul scalar (,) si fie un
endomorfism 7' € Endg (V).

Definitia 4.1.8 Endomorfismul T* € Endg(V'), definit prin egalitatea
(T(w),w) = (v, T*(w)), ¥Yv,weV,
se numeste adjunctul endomorfismului T.
Definitia 4.1.9 Un endomorfism T € Endk (V') se numeste simetric daca
T =T.

Propozitia 4.1.15 Un endomorfism T € Endi (V) este simetric daca si
numai dacd matricea sa intr-o bazd ortonormata este simetrica, adica

A= TA,

Definitia 4.1.10 Un endomorfism T € Endg (V) se numeste antisime-
tric daca
T = -T.

Propozitia 4.1.16 Un endomorfism T € Endi (V') este antisimetric daca
$t numai dacd matricea sa intr-o bazd ortonormata este antisimetrica, adica

A=-T4

Definitia 4.1.11 Un endomorfism T € Endg (V) se numeste ortogonal
daca

(T(w), T(w)) = (v,w), Yov,weV.

Propozitia 4.1.17 Un endomorfism T € Endgk (V) este ortogonal daca si
numai daca matricea sa intr-o bazd ortonormata este ortogonala, adica

A-TA=1,.
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4.2 Probleme rezolvate

Problema 4.2.1 Sa se studieze care dintre urmdatoarele aplicatii sunt trans-
formari liniare:

a) T:R?2 — R2 T(x1,22) = (21 — w2, 71 + 72 + 3);

b) T:R? — R3 T(x1,12) = (2122, 21, T2);

c) T: May(R) — My(R), T(A) = TA;

d) T': Rn[X] — Ra[X], T(p) = ¢, ¢(X) = p(—X);

e) T:R? — R3 T(xq,29) = (v1 — 29, 71 + 2,0);

f) T:R3 — R3, T(x1, 20, 23) = (21 — 239 + 323,23, 21 + T2);

g) T :Vz— V3, T(v) =a xv, unde a € V3 este dat.

Rezolvare. a) Aplicatia nu este liniara deoarece
7(0,0) = (0,3) # (0,0).

b) Desi T'(0,0) = (0,0,0), aplicatia nu este liniard. Presupunem ca T ar
fi liniara gi deducem ca

T(\z1,22)) = AT (21, 22), VX ER, V (21, 22) € R
Aceastd egalitate implicd o relatie falsa:
)\2£E1SL‘2 = )\SL‘ll‘Q, Ve R, W (:El, :E‘Q) S R2.

c¢) Aplicatia este liniard deoarece, pentru orice o, 5 € Rgi A, B € Ms(R),
avem

T(aA+BB)= T(aA+pB)=a A+ TB=aT(A) + BT(B).

d) Aplicatia este liniara deoarece, pentru orice o, 5 € R si p, q € R, [X],
avem

T(ap+pq)(X) = (ap+Bq)(—X) = ap(—X) + fq(—X) =
= oI (p)(X) + BT(¢)(X).
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e) Aplicatia este liniard deoarece, oricare ar fi scalarul A € R si vectorii
(w1,22), (y1,72) € R?, avem

T((w1,22) + (y1,92)) = T(z1+y1,m2+y2) =

(r14+ 11 — 22— yo, 21 + Y1 + T2 + y2,0) =
(x1 — 22,21 +22,0) + (y1 — Y2, y1 +42,0) =
= T(x1,22) +T(y1,92)

si
T(ANz1,22)) = T(Ax1,Axe) = (Ax1 — Axe, A1 + A10,0) =
= )\(l‘l — T2,T1 +SL‘2,0) = )\T(SL‘l,SL‘Q).

f) Aplicatia este liniard. Se demonstreaza ca la punctul e).
g) Aplicatia este liniard deoarece, pentru orice a, f € R si v,w € V3,
avem

T(av+ fw) = ax (av+ pw)=7ax (av)+a X

Problema 4.2.2 5 se determine nucleul Ker T si imaginea ImT' pentru
transformarea liniara T : R? — R*, unde

T(z,y,z) = (—z+y+z,x—y+22zx—1y).
Sa se verifice relatia
dimg Ker T 4 dimg Im T = 3.
Rezolvare. Nucleul transformaérii liniare este definit prin
Ker T = {(z,y,2) € R® | T(x,y,2) = (0,0,0,0)}.

Rezolvand sistemul
—x+y+z=0
z—y+z=0
22=0
z—y=0,
gasim solutiile
r=y=a€R, z2=0.
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Prin urmare, nucleul transformaérii liniare este
Ker T = {(a,,0) | a« € R}.

Dimensiunea nucleului este evident dimg Ker T = 1, o baza a acestuia
fiind
B1 = {61 = (1, 1,0)}.

Imaginea transformarii liniare este definitd prin
ImT = {(a,b,c,d) € R* | 3 (z,y,2) € R® a. 1. T(z,y,2) = (a,b,¢,d)}.
Punand conditia ca sistemul

—r+ytz=a
T—y+z=0>0
2z2=c
r—y=d

sé fie compatibil, gasim conditiile de compatibilitate

c Cc

Prin urmare, imaginea transformarii liniare este

ImTz{(a,b,aer,b;za)

Dimensiunea imaginii este evident dimg Im 7" = 2, 0 baza a acesteia fiind

a,bE]R}.

By = {ea = (2,0,2,—1),e3 = (0,2,2,1)}.
||

Problema 4.2.3 Sa se determine transformarea liniara T : R? — R3, cu
proprietatea T'(v;) = w;, ¥V i = 1,3, unde

v = (1,1,0), vo =(1,0,1), v3 =(0,1,1)

ar
w1 = (2’ 1a0)7 Wz = (*1707 1)5 w3z = (15 17 1)

Sa se arate cd avem T3 =T.
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Rezolvare. Fie un vector arbitrar v = (z,y,2) € R3. Vectorul v se
descompune in baza B = {v1,v2,v3} ca

N LI AL
Prin urmare, transformarea liniard are expresia
T+yYy—=z2 T—Yy+=z —T+y+=z
T(e,y,2) = 5 T(v) + == T(w) + ——5— - T(v3)
T+y-— — -
_ ozty-z o ToydE o —edyde
2 2 2
= (zy - %Y, Z)

Evident, avem
T(zy - %Y, Z) = (2y - %Y, Z) = T($,y, Z)

Problema 4.2.4 Sa se arate ca transformarea liniara T : R? — R3, definita
prin
T(.’I,',y) = (‘T -y + Y, 2x + 3y)7

este injectiva, dar nu este surjectiva.
Rezolvare. Nucleul transformarii liniare este definit prin
Ker T ={(z,y) € R? | T(x,y) = (0,0,0)}.

Rezolvand sistemul

z—y=0
z4+y=0
20+ 3y =0,

gasim solutiile x = y = 0. Prin urmare, nucleul transformarii liniare este
KerT = {(0,0)},

adicd aplicatia este injectiva.
Imaginea transformarii liniare este definita prin

ImT = {(a,b,c) € R3 | 3 (z,y) € R? astfel incat T(z,y) = (a,b,c)}.
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Punand conditia ca sistemul

rT—y=a
r+y=>
2r4+3y=c

sd fie compatibil, gasim conditia de compatibilitate

3(b—a)

a+b+ =c& Hb—a=2c

Prin urmare, imaginea transformarii liniare este
ImT = {(5b —2¢,b,¢) | b,c € R}.
Dimensiunea imaginii este evident
dimgp ImT = 2 # 3 = dimg R?,
adica aplicatia nu este surjectiva. ®

Problema 4.2.5 a) Sa se calculeze nucleul Ker T gi imaginea Im T pentru
transformarea liniara T : V3 — V3, unde

T(®) =ax7, ac Vs\{0} dat,

b) Sa se determine o baza in raport cu care matricea lui T are forma

0 0 0
A=lo0o o 1
0 —[fal[> 0

Rezolvare. a) Nucleul transformarii liniare este

KerT = {veVs|axv=0}=
{v € V3 | U coliniar cu a} =
= {Nae V3| \eR},

adica aplicatia nu este injectiva.
Imaginea transformarii liniare este definita prin

ImT = {w e V3| 37 € V3 astfel incat @ x v = w}.
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Conditia necesara si suficientd ca ecuatia @ X v = w sa aiba solutie este ca
(@, w) = 0, o solutie a ecuatiei fiind in acest caz

1

—W-[Ex@].

6 =
Prin urmare, imaginea transformarii liniare este

ImT={weVs| (@auw)y=0}={weVs|wla},

adica aplicatia nu este surjectiva.
b) Daca w € V3 este un vector arbitrar fixat astfel incat w L @, atunci o
baza convenabila este

B={e,=0,6,=axW,é3 =w},
deoarece avem
T(e1) =0, T(e2) = —[all’es, T(e3) = e
|

Problema 4.2.6 Sa se arate ci endomorfismul T : R* — R4, dat in baza
canonica de matricea

2 1 0 0
-4 =2 0 0
A= 7 1 1 1 ’

-17 -6 -1 -1

este nilpotent de grad doi (i. e. T? =0). O transformare liniard cu aceastd
proprietate se numeste structura tangenta.

Rezolvare. Se verificd usor ci avem A2 =0. m

Problema 4.2.7 Si se determine transformarea liniara care transforma un
punct P(xz,y,z) € R3 in simetricul sdu fatd de planul m: x +y+2z =0 si sd
se arate ca transformarea astfel determinata este ortogonala.

Rezolvare. Fie P(q,3,7) un punct arbitrar din spatiu. Coordonatele
proiectiei P’ pe planul 7 a punctului P sunt solutiile sistemului

r—a=y—f=z-7y
r+y+z=0,
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adica avem

p(20—B—v —a+26-v —a-B+2y
3 3 ’ 3 '

Prin urmare, deoarece P’ este mijlocul segmentului PP”, unde P” este si-
metricul lui P fatd de planul 7, rezultd ci coordonatele simetricului P”

sunt
pr <a—25—2~y —2a+ 8 — 2y —2a—2ﬁ+7>

3 ’ 3 ’ 3
In concluzie, transformarea liniarg cfutatd este T : R3 — R3, definiti
prin

7 ) T—2y—2z 2x+y—2z 2x-2y+=z
T,Y,2) =

)] y? 3 ) 3 ) 3 M
iar matricea sa in baza ortonormata canonica este

1 -2 -2
A=-| -2 1 =2
—2 -2 1

Se verifici usor acum ci avem A- TA=15. m

Problema 4.2.8 Si se determine valorile proprii si vectorii proprii pentru
endomorfismele T : R® — R3, ale caror matrici in baza canonicd sunt

1 2 1 010
a) A= 0 -1 -1 |,p4a=[111
0 0 2 010

Rezolvare. a) Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei ca-
racteristice

1-Xx 2 1
detfA—A] = 0&| 0 —-1-X -1 |=0&
0 0 2-2A
& (1=MN)(1+MN)(2-)) =0,

adica avem valorile proprii A\; =1, Ao = —1 gi A3 = 2.
Vectorii proprii, cu exceptia vectorului nul, sunt elementele subspatiilor
proprii asociate.
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Subspatiul propriu asociat valorii proprii A\ = 1 este

0 2 1 T 0

Vs = (z,y,2) € R? 0 -2 -1 y =10 —
0 0 1 z 0

= {(x,—22,0) | x € R}.

Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ao = —1 este
2 2 1 T 0

V)\2 = (w7yaz) € R3 0 0 —1 Y = 0 =
0 0 3 z 0

= {(z,—z,0) | z € R}.

Subspatiul propriu asociat valorii proprii A3 = 2 este

-1 2 1 x 0
V>\3 = (xvyv Z) € Rg 0 -3 -1 Y = 0 =
0 0 0 z 0

= {(-y,9,-3y) | y €R}.

b) Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei caracteristice

“A 1 0
det[A—A5] = 0| 1 1-A 1 |=0&
0 1 -

& AMAN2=-)1-2)=0,

adica avem valorile proprii Ay =0, A2 =2 si A3 = —1.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A\; = 0 este

010 T 0
V)q — (:rvyv Z) 6 RB 1 1 1 y = () fr
010 z 0

= {(z,0,—z) | € R}.

Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ao = 2 este

2 1 0 @ 0
Vi, = 4 (z,9,2) €R’ 1 -1 1 y | =10 _
0 1 -2 z 0

= {(z,2z,2) | v € R}.

7
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Subspatiul propriu asociat valorii proprii A3 = —1 este
1 10 x 0
Vs = < (2,9,2) €R3 1 21 y | =10 =
01 1 z 0

= {(z,—z,x) | z € R}.
|

Problema 4.2.9 Folosind teorema Hamilton-Cayley, si se calculeze A™" si
f(A), unde f(z) = 2* + 2%+ 2® +  + 1, pentru matricile:

10 2 00
a,)A:<1 1>,b)A: 01 0],cA=
011

S O = O
O = O N
_ o O O
o O O

Rezolvare. Polinomul caracteristic al matricii A este

1—-A 0

P()\):det[A—)\Ig]:‘ I

‘:(1—)\)2:)\2—2)\+1.

Conform teoremei Hamilton-Cayley, avem
A2 24+ =04 A2 =24 - L.
Inmultind aceastd relatie cu A~!, gdsim
At =2L,— A
Inmultind aceasi relatie cu A si A2, gdsim, pe rand, egalititile

A3 =24% — A=3A-2I,
A* =243 — A2 = 4A — 31>,

Prin urmare, obtinem
fA) = A 4+ A3+ A% + A+ T, = 104 — 515,
b) Polinomul caracteristic al matricii A este

2-A 0 0
P(\) = det[A—Msl=| 0 1-x 0 |=
0 11—

= (1-=X%(2-X) ==X\ +4\2 -5\ +2.



4.2. PROBLEME REZOLVATE

Conform teoremei Hamilton-Cayley, avem

—A3 4+ 4A% —BA+2I; =0 A3 =4A% —5A + 215,

Inmultind aceasts relatie cu A~!, gisim

A2 4 4A B34+ 247 =0 A7 =

N =

Inmultind aceasi relatie cu A, gisim egalitatea

A' = 44 -5A? 424 =
11A% — 184 + 815.

Prin urmare, obtinem

fA) = A*4+ A3+ A2+ A+ 3=
16A4% — 22A + 11135,

¢) Polinomul caracteristic al matricii A este

-2 2 0 -1
1 =2 0 0
0 1 =X 0
0O 0 1 =X

P(\) = det[A -\, =

= M2\ + 1.
Conform teoremei Hamilton-Cayley, avem
A* 242+ I, =0 AT =247 — ;.
Inmultind aceasti relatie cu A~1, gdsim
AP 24+ A =0 AT =24 A%
Evident, avem

fA) = A* 4+ A3+ A2+ A+ =
= A*434%+ A

(A? —4A +515) .

79
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Problema 4.2.10 Si se studieze daci endomorfismul T : R® — R3, definit
prin
T(z,y,2) = (y, —4z + 4y, —22 + y + 22),

este diagonalizabil i, in caz afirmativ, sa se diagonalizeze.
Rezolvare. Fie baza canonica
B = {e; = (1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} c R3.
Deoarece avem descompunerile

T(el):(07747*2):0‘61*4'62*2-63
T(e2)=(1,4,1)=1-e1+4-ea+1-e3
T(€3):(07072):0'61+0'€2+2'63,

deducem ca matricea endomorfismului 7" in baza canonica este

0 10
A=| -4 4 0
-2 1 2

Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei caracteristice

A1 0
det[A - A3 =0&| -4 4—-X 0 |=0&(2-))>*=0,
-2 1 2-2)

adica avem o singura radacina A\; = 2, de multiplicitate algebrica m; = 3.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A\ = 2 este

-2 10 T 0
Vi, =< (2,y,2) € R —4 2 0 y | =10
-2 10 z 0

Rezolvand sistemul matriceal, gasim
Wi, = {(z,22,2) | z,z € R}.
Evident, dimensiunea subspatiului propriu V), este
dy =dimg V), =2 # 3 =my,

adica endomorfismul nu este diagonalizabil. m
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Problema 4.2.11 Sa se studieze daca endomorfismele T : R™ — R", defi-
nite in baza canonica de matricile

1 00
a)Az(i_i),b)A:<1i),c)A: 00 1],
010

L

dJA=[2 1 2 |, e A= ,

- 020 3

0010

sunt diagonalizabile i, in caz afirmativ, sa se diagonalizeze.

Rezolvare. a) Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei ca-
racteristice

1-A -1
1 —1-A

‘:0@)\2:0,

adica avem o singura radacina A; = 0, de multiplicitate algebrica m; = 2.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A\ = 0 este

e | (05 () =00

= {(z,z) | z € R}.

Vi

Evident, dimensiunea subspatiului propriu V), este
d1 = dimRV,\l =1 75 2 =mai,
adica endomorfismul nu este diagonalizabil.
b) Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei caracteristice

1-A 1
1 1-A

‘:0@A22)\:0,

adica avem radacinile A\; = 0, Ao = 2, de multiplicitate algebrica m; = 1,
mo = 1.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A\; = 0 este

e | () (0)=(0))-

= {(z,—x) |z € R}

%%
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Evident, dimensiunea subspatiului propriu V), este

o baza in V)\l fiind B1 = {61 = (1, *1)}
Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ae = 2 este

- feaee] (3 4)(5)-(8)}-

= {(z,z) | x € R}.

Dimensiunea subspatiului propriu V), este
d2 == dimR V>\2 =1= ma,

o bazd in V), fiind By = {e2 = (1,1)}.
Forma diagonald a endomorfismului este

o-(32)

si avem relatia D = C~1AC, unde

cz<_11 1)

c¢) Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei caracteristice

1-Xx 0 O
0 -\ 1 [=0&M\-1*N+1)=0,
0 1 =A
adica avem valorile proprii Ay = 1, A2 = —1, de multiplicitate algebrica

mi = 2, mo = 1.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A\; = 1 este

0 0 O T 0
Va, = < (2,9,2) €R? 0 -1 1 y |=1(0 =
0o 1 -1 z 0

= {(z,9,9) | z,y eR}L
Dimensiunea subspatiului propriu V), este
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o baza in V), fiind B; = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,1)}.

Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ao = —1 este
2 00 x 0
Vi, = < (z,9,2) €R3 01 1 y | =10 -
0 11 z 0

= {(0,y,~y) | y € R}.
Dimensiunea subspatiului propriu V), este
d2 = dimR V)\2 =1= ma,

o bazd in Vy, fiind By = {e3 = (0,1,—1)}.
Forma diagonala a endomorfismului este

1 0 0
D=|101 0
0 0 -1

si avem relatia D = C~1AC, unde
0
C= 1

S O =
—= = O

-1
d) Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei caracteristice

1-XA 0 3
2 1-X 2 |=0&(1-N)M\-22-8)=0,
3 0 1-2X

adica avem valorile proprii Ay = 1, Ao = 4 si A3 = —2, de multiplicitate
algebrica m; =1, mg =1sgimg=1.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ay = 1 este

00 3 @ 0
Vi = ((z,9,2) €R’ 2 0 2 y | = o0]'=
300 2 0

= {(0,4,0) | y € R}.
Dimensiunea subspatiului propriu V), este

di = dimg Vy, = 1 = my,
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o bazd in V), fiind B; = {e; = (0,1,0)}.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ao = 4 este

-3 0 3 T 0
Vi, = ((z,9,2) €R? 2 -3 2 y | =1 0 _
3 0 =3 z 0
4
= {(m,%,x) xG]R}.
Dimensiunea subspatiului propriu V), este
dy =dimp V), =1 = ma,
o bazd in V), fiind By = {e2 = (3,4,3)}.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A3 = —2 este
3 0 3 x 0
Vs = (x,y,z)€R3 2 3 2 Y = 0 =
3 0 3 z 0

= {(.’II,O, _:E> ‘ T R}
Dimensiunea subspatiului propriu V), este
d3 == dimR V)\g =1= ms,

o bazd in V), fiind B3 = {e3 = (1,0,—1)}.
Forma diagonala a endomorfismului este

10 0
D=0 4 0
00 -2
si avem relatia D = C~1AC, unde
0 3 1
C= 1 4 0
0 3 -1

e) Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei caracteristice

A1 0 0
3 A 2 0| 4 a2 g
O R s (SR R

0O 0 1 =X
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adica avem valorile proprii Ay = 3, Ao = =3, A3 = 1 i Ay = —1, de multi-
plicitate algebrica m; =1, mo =1, mg =1¢gi myqy = 1.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A\ = 3 este

-3 1 0 0
V)\l = (xayazyt> € R4 2 g

SRS NS ]
|
oo oo

3

0 2 -3
0 0 1 -3
= {(t,3t,3t,t) | t € R}.

Dimensiunea subspatiului propriu V), este
dl == dimR V)\1 =1= my,
o bazd in V), fiind B; = {e; = (1,3,3,1)}.

Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ao = —3 este

3
Vi = {@pznert ||}

SN W=

= W N O

w w o O

SRS IS ]
|

o O O O
|

0
= {(~t,3t,—3t,t) | t e R}.

Dimensiunea subspatiului propriu V), este
dg = dimR V)\z =1= ma,
o bazid in V), fiind By = {e2 = (—1,3,-3,1)}.

Subspatiul propriu asociat valorii proprii A3 = 1 este

0
V)\3 = (sc,y,z,t) €R4 ! 2 g

O O O O

= {(~t,—t,t,t) | t € R}.
Dimensiunea subspatiului propriu V), este
d3 = dimR V)\s =1= ms,

o baza in V), fiind By = {e3 = (—1,—1,1,1)}.
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Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ay = —1 este
1100 x 0
_ 4 31 20 y | [ O .
V)\4 - ($7y727t> eR 0 2 1 3 > - 0 -
0011 t 0

= {(t,—t,—t,t) | t € R}.
Dimensiunea subspatiului propriu V), este
d4 = dimp V)\4 =1 =my,

o bazd in V), fiind By = {e4 = (1, -1, —1,1)}.
Forma diagonald a endomorfismului este

3 0 0 O

0 -3 0 O

b= 0 0 1 0

0 0 0 -1

si avem relatia D = C~1AC, unde

1 -1 -1 1
3 3 -1 -1
¢= 3 -3 1 -1

1 1 1 1

Problema 4.2.12 Sa se aduca la forma canonica Jordan endomorfismele
T :R"™ — R", definite in baza canonicd de matricile

6 6 —15 0 1 0
a)A=|15 -5 |, ppa=[0 0o 1],
1 2 -2 9 —5 4
1 2 3 4 020 —1
012 3 100 0
JA=1 49012 Y4=1 010 o0
000 1 001 0
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Rezolvare. a) Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei ca-
racteristice
6—-A 6 —15
1 5-X =5 |=0&s(0\-3)3=0,
1 2 —2-=A
adicd avem o singurd valoare proprie A\; = 3, de multiplicitate algebrica
mi = 3.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A\ = 3 este

3 6 —15 T 0
W, = (r,y,2) € R3 1 2 =5 y |=10 =
1 2 -5 z 0

= {(723/ + 52, Y, Z) | Y,z € R}
Dimensiunea subspatiului propriu V), este
dy = dimRV}\l =2<3=my,

adica avem doua celule Jordan corespunzatoare valorii proprii A; = 3. Con-
siderdm vectorii proprii liniar independenti z; = (—2,1,0) si 2 = (3,1,1),
cel de-al doilea vector propriu fiind ales astfel incat sistemul matriceal
Bxs = x9, unde

3 6 —15
B=A-3L=|1 2 -5 | sizs=(a,57),
1 2 -5

sd aibd solutie. Rezolvand sistemul de mai sus, gasim o solutie ca fiind
x3 = (1,0,0). Prin urmare, obtinem baza Jordan B’ = {z1, 2,23} in care
matricea canonica Jordan este

3 00
J=c1tAc=(0 3 1|,
00 3
unde
-2 3 1
C= 1 1 0
0 10
b) Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei caracteristice
-2 1 0
0 —A 1 |=0e\W-12*AN-2)=0,

2 =5 4=
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adica avem valorile proprii A7 = 1 gi Ao = 2, de multiplicitate algebrica
my =2 gi mo = 1.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A\; = 1 este

-1 1 0 T 0
V)\l = (xayaz) S Rs 0 -1 1 Yy = 0 =
2 -5 3 z 0

= {(z,z,2) |z € R}
Dimensiunea subspatiului propriu V), este
dy = dimRV)\l =1<2=my,

adica avem o singura celulda Jordan corespunzatoare valorii proprii \; = 1.
Fie matricea

-1 1 0
B=A—-1I3= 0 -1 1
2 -5 3

si vectorul propriu x; = (1,1,1). Rezolvand sistemul Bzs = z1, gisim o
solutie ca fiind, spre exemplu, x5 = (1,2, 3).
Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ao = 2 este

-2 1 0 T 0
Vy, = < (2,9,2) €R? 0 -2 1 y | =10 =
2 =5 2 z 0

= {(z,2z,42) | = € R}.
Dimensiunea subspatiului propriu V), este
d2 == dimR V>\2 =1= ma.
Fie vectorul propriu z3 = (1,2,4) € V),. Prin urmare, obtinem baza

Jordan B7 = {x1, 29,23} in care matricea canonici Jordan este

110

J=c1tAac=(01 0|,
0 0 2

unde

Q

Il
— ==
W N =
=~ N
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c¢) Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei caracteristice

1-A 2 3 4
0 1-A 2 3
0 0 1-A 2
0 0 1-A

adica avem o singura valoare proprie A\; = 1, de multiplicitate algebrica
my = 4.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A\; = 1 este

0 2 3 4
W, = (m,y,z,t)€R4

o O O

o O O

o O N

S NN W

SRS IS ]
|

o O O O

= {(z,0,0,0) | z € R}.
Dimensiunea subspatiului propriu V), este
dy =dimp Vy, =1 <4 =my,
adica avem o singura celula Jordan corespunzatoare valorii proprii A\; = 1.

Fie matricea

B=A-1;=

o O O
O O N
O N W
N W o

000

si vectorul propriu z; = (16,0,0,0). Rezolvand sistemul Bzs = x, gisim
o solutie ca fiind, spre exemplu, z2 = (0,8,0,0). Mai departe, rezolvand
si sistemul Bxz = xo, gdsim o solutie z3 = (0, —6,4,0). In final, sistemul
Bxy = x5 are ca solutie pe z4 = (0,5, —6,2).

In concluzie, obtinem baza Jordan B’ = {1, x2, 3,24} in care matricea
canonica Jordan este

e}

1 100
0110
=1 _
J_OAC_0011’
0 0 01
unde
16 0 0 O
0 8 -6 5
0_004—6
0O 0 0 2
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d) Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei caracteristice

-2 2 0 -1
1 =2 0 0
0 1 =X 0
0O 0 1 =X

=0 M- \+12=0,

adica avem valorile proprii A\; = 1 si A = —1, de multiplicitate algebrica
my =2 gi mo = 2.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A; = 1 este

-1 2 0 -1 T 0

B A 1 -1 0 0 gy | | o
V>\1 - (Lr,y,z,t) €eR 0 1 -1 0 > - 0
0 0 1 1 t 0

= {(z,z,z,z) | v € R}
Dimensiunea subspatiului propriu V), este
dy = dimRV)\l =1<2=my,

adica avem o singura celulda Jordan corespunzatoare valorii proprii \; = 1.
Fie matricea

-1 2 0 -1
1 -1 0 0
Bi=A=L=1149 1 1 o
0 0 1 -1

si vectorul propriu x1 = (1,1,1,1). Rezolvand sistemul Byze = z1, gdsim o
solutie ca fiind, spre exemplu, z2 = (3,2, 1,0).

Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ay = —1 este
1 2 0 -1 x 0
1 1.0 0 0
_ 4 Yyl _ _
V)\2 - (:‘C’ya th) eR 01 1 0 P - 0 -
001 1 t 0

= {(z,—z,z,—x) | x € R}.
Dimensiunea subspatiului propriu V), este

dQZdimRV)\2 =1<2=mg,
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adica avem o singura celula Jordan corespunzatoare valorii proprii Ao = —1.
Fie matricea
1 2 0 -1
110 0
By=A+1,= 011 0
001 1

si vectorul propriu zg = (1, —1,1, —1). Rezolvand sistemul Byz4 = x3, gisim
o solutie ca fiind, spre exemplu, x4 = (0, —1,2,—3).

In concluzie, obtinem baza Jordan B’ = {z1,x9,x3, x4} in care matricea
canonicad Jordan este

11 0 0
01 0 0
—_ o140 —
J=ctac=|, o 5 1 |
00 0 -1
unde
13 1 0
1 2 -1 -1
C=111 1 2
10 -1 -3
||

Problema 4.2.13 Relativ la produsul scalar canonic, sa se determine ad-
junctul endomorfismului T : R? — R?, definit prin

T(z,y) = (x + 2y, 8x).
Rezolvare. Fixam baza ortonormata canonica
B={e1 =(1,0),e2 = (0,1)} C R%
Matricea lui T in aceastd baza este
1 2
a=(s0)
ceea ce implica faptul ca matricea adjunctei este
1 8
T _
A ( L ) |

In concluzie, endomorfismul adjunct este

T*(x,y) = [< ; S > ( ; >r — < x;fy >T: (z + 8y, 22).
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4.3 Probleme propuse

Problema 4.3.1 Sa se studieze care dintre urmatoarele aplicatii sunt trans-
formari liniare:

a) T:R?2 — R2 T(x1,22) = (21, —71);
b) T:R? — R? T(x,y) = (zcosh — ysind, xsinf + ycosh), 6 € [0, 27];

c)T:V3 =R, T(v)=a-7, unde a € V3 este dat,;

a

d)T:V3— Vs, T(v)=2(v,a) E — v, unde @ € V3\{0} este dat;

Q|

I
M3(R) — R, T(A) = Trace(A), unde Trace(A) = a1 + ago;

@)

)
f)

R? — R3, T(z1,22) = (sinzy,cos ze, 11 — 12);

g)

T:
T : Ry [X] — Ru[X], T(p) = ¢, q(X) = p(X +1) — p(X);
T:
h) T:

R? = R, T(z,y,2) = (x,x +y,x +y + 2);
i) T:¢0,1] — €00, 1], T(f) = Z;l a;fD, unde o; € R;
j) T:€%0,1] — F[0,1], T(f)(z) = [y f(t)dt, ¥V = € [0,1].

R. a) Da. b) Da. c¢) Da. d) Da. e) Da. f) Da. g) Nu. h) Da. i) Da. j)
Da.

Problema 4.3.2 Sa se arate ca aplicatiile de mai jos sunt transformari
hiniare si sa se determine nucleul Ker T gi imaginea ImT a acestora:

a) T:R3 - R2 T(x,y,2) = (x+y— 220 —y+2);
b) T :R* = R3 T(x,y,2,t) = (x+y+z,y—tz—t)

a

0) T+ Vs = Vs, T(F) = (7.3) =

unde @ € V3\{0} este dat;

f

|
d) T: Ro[X] — R, T(p) = [, pla)dz.

R.a) Ker T ={(0,2,2) | z€ R}, ImT = R?.

b) Ker T = {(—2t,t,t,t) | t e R}, ImT = R3,
¢)Ker T=1{5eVs|TLa}, ImT ={\a|\cR}
d) Ker T ={-3aX?+bX +a|abeR}, ImT =R,
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Problema 4.3.3 Sa se scrie matricea in baza canonicd a endomorfismului
T :R3 — R3, unde

T(z,y,2) = (x—y+2z,y+2z,x—2).

1 -1 1

R. A= 0 1 1
1 0 -1

Problema 4.3.4 Fie a,b € V3\{0} doi vectori necoliniari. Sa se arate cé
aplicatia T : V3 — Vs, definita prin

T(z) = (a,z) b+ (bT)-a,

este liniarda si apoi sa se determine matricea lui T in baza B = {a,b,a x b}.

@?5) B2 0
R. Mp(T) = | [l (a.b) o
0 0 0

Problema 4.3.5 Fie T : R?> — R3, (x,y) ER proiectia punctului P(x,y,0)
pe planul 7 : 3x —y — 2z = 0. Sa se arate ca T este transformare liniard gi
sa se calculeze Ker T gt ImT, precum si defectul si rangul lui T .

1 _
R. T(z,y) — G””%”+3%“ %;sz’z{@mh

14 14 7
dimp Ker T'=0; ImT = {(a,3a — 2¢,¢) | a,c € R}, dimgp Im7T = 2.

Problema 4.3.6 Sa se determine endomorfismul T € Endg(R3) astfel
incat

T(1,1,1) = (0,0,0), T(1,0,0) = (3,1,0), T(0,0,1) = (1,2,0).
R. T(z,y,2) = 3z — 4y + z,z — 3y + 22,0).
Problema 4.3.7 Fie endomorfismul T : R? — R3, definit prin
T(z,y,2) = (* =y +2,9,y)-
Sa se arate ca T?> =T (i. e. T este proiectie) si ca

R3 = Ker T®ImT.
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Ind. Avem Ker T'={(z,0,—z) |z € R} siImT = {(a,b,b) | a,b € R}.

Problema 4.3.8 Si se arate ca transformarea liniara T : R?*" — R,
definitd prin relatia

T(z) = (Tpt1, Tnt2s ooy T2ny —T1y —T2,y ooy — L),

are proprietatea T? = —1gen. O transformare liniard cu aceastd proprietate
se numeste structura aproape complexa.

Problema 4.3.9 Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii pentru
endomorfismele T : R® — R3, ale caror matrici in baza canonicd sunt

4 0 0 74 1
a)A=|0 0 1], 00A= 4 7 -1,
0 -1 2 4 -4 4
-3 -7 -5
A= 2 4 3
1 2 2

R.a) A\ =4, V), ={(2,0,0) | z e R}; \a =1, V), ={(0,9,y) | y € R}.
b) A\ =4, V), ={(z,—z,2) |z € R}; \a =3, V), = {(z, —x,0) | x € R};
A3 =11,V = —%,
C) )\1 = 1a V)\1 = {(*3yayay) | Yy e R}

Problema 4.3.10 Folosind teorema Hamilton-Cayley, si se calculeze A™1
si f(A), unde f(z) = a* — 423 + 622 — 4z + 1, pentru matricile:

—2,2 zeRS.

Lo 29 1 -3
a)A:<1 1>,b)A: 3 -2 -3 |,
1 1 -2
2 0 0 0
1 3 1 1
JA=1 o o 1 1
1 -1 0 2

R.a) A1 = 20, — A, f(A) = 0p. b) A1 = % (A24 24 I3), f(A) =

1942 —8A — 1113.¢) A1 = 1 (—A® +8A% — 24A + 321y, f(A) = 44° —

16
1842 + 284 — 1514.
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Problema 4.3.11 Sa se arate ci endomorfismul T : R* — R*, definit prin
T(z,y,2,t) = (—x +t,—y,—2z — 2t,x — 2z + 3t),
este diagonalizabil si sd se precizeze baza in care se obtine forma diagonald.

R. B’

= {/1 = (2 0,1 0) (0717070)7 eé = (1707_275)7 eﬁ; =
1021} D=M

p(T) = Dzag( 1,—-1,4,-2).

Problema 4.3.12 Sa se studieze daca endomorfismele T : R™ — R", defi-
nite in baza canonicd de matricile

2 -1 1
a,)A:<_14 2),2))/1: 1 2 -1 |,
1 -1 2
20 L
c)A=[ -1 -3 0 |, d) A= :
5 3 9 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

sunt diagonalizabile i, in caz afirmativ, sa se diagonalizeze.

Diag(4, —4).

={e1=(1,0), &5 = (=8, 1)}, D= MB'(T) =
ey = (L1 0,1)}, D = Mp(T) =

b) B = {¢} = 0,1,1)
Diag(1,2,3).

¢) Nu este diagonalizabila.

d) B = {¢} = (1,1,0,0), ¢, = (1,0,1,0), €4 = (1,0,0,1), e} =
(1,—1,—1,-1)}, D = Mp/(T) = Diag(2,2,2, —2).

Problema 4.3.13 Sa se aducd la forma canonicd Jordan endomorfismele
T :R™ — R", definite in baza canonicd de matricile

1 -3 4 1 -3 3
a) A= 4 -7 8 |, A= -2 -6 13 |,
6 -7 7 ~1 —4 8
1100 1000
01 2 1 2100
A= o021 [ Y4=[0 21 0
000 2 102 1
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-1 1 0 1 -1 1
R.a)J=C1'AC=| 0 -1 0 |,undeC=|2 -1 2 |.
0 3 1 0 2

110 3 3 7

b)J=C1tAC=(0 1 1 |,undeC=[1 -1 0
00 1 1 0 1
1100 112 -3
0100 01 2 -1

— (-1 A0 — _

c) J=CAC = 00 2 1 ,unde C = 001 0
000 2 000 1
1100 0 00 2
0110 0 04 0

— (-1 A0 — _

d) J=C"AC = 00 1 1 ,unde C = 0 8 0 —1
0001 16 00 0

Problema 4.3.14 Relativ la produsul scalar canonic, sa se determine ad-
Junctul endomorfismului:

a) T:R?2 - R2 T(z,y) = (x —y, Tz + 5y);
b) T:R® — R?, T(z,y,2) = (2z,y, —2);
)T :R3 = R3 T(x,y,2)=Br—y,2y + 2,2 +y— 2).

R. a) T*(z,y) = (z + Ty, —x +5y). b) T* =T ¢) T*(z,y,2) = (3z +
zZ,—x+2y+ 2,y — 2).



Capitolul 5

Forme biliniare. Forme
patratice

5.1 Elemente teoretice fundamentale
Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune dimg V = n.
Definitia 5.1.1 O aplicatie A:V xV — K, care verifica proprietatile

L. *A(:‘Cay) = -A(y,l’), Vaz,yeV,
2. Alax + By, 2) = aA(z,2) + BA(y, 2), Vo, B € K,V z,y,2 €V,

se numegte forma biliniara si simetrica pe V.
Dacd B = {ej, e, ...,e,} este o bazd in V gi avem descompunerile

n n
xr = g Ti€iy, Y= E Yji€y,
i=1 j=1

atunci expresia analiticd a formei biliniare si simetrice A este

n
A(z,y) = Z ATy,

1,j=1

unde a;; = Ale;, e5) = Alej, e;) = aji, Vi,j =1,n.

Definitia 5.1.2 Matricea simetrica A = (aij); ;1 (i. e, A = TA) se
numegte matricea in baza B a formei biliniare si simetrice A.

97



98 CAPITOLUL 5. FORME BILINIARE. FORME PATRATICE

Observatia 5.1.1 Daca notam x = (21,22, ....,%pn) §0 Y = (Y1,Y2, -, Yn),
atunci
Alz,y)=z-A- Ty

este forma matriceald a expresiei analitice.

Fie B' = {€}, €, ...,el,} o altd bazd in V gi fie A’ matricea in baza B’ a
formei biliniare si simetrice A.

Teorema 5.1.2 Legatura intre matricile A gi A’ este data de relatia
A=Tc.A.C,
unde C' este matricea de trecere de la baza B la baza B'.

Definitia 5.1.3 O aplicatie Q : V — K se numeste forma pdtraticd pe
V' daca existd o forma biliniara gi simetrica A :V xV — K astfel incat
Q(z) = A(xz,x). Forma biliniara gi simetrici A se numeste polara sau
forma dedublata a formei patratice Q.

Observatia 5.1.3 i) Expresia analitica a unei forme patratice Q, in raport
cu baza B = {e1, e, ...,en}, este

i,j=1

unde a;; = Ale;,ej), V1,5 =1,n.

i1) Matricea simetrica A = (aij)i,j:ﬁf care este matricea polarei A, se
numeste matricea in baza B a formei patratice .

i11) Daca se cunoaste forma patratica Q, atunci forma polara A din care
provine este data de formula

A(z,y) = 5 [Q(z +y) — Q(z) — Qy)]-

N~

Definitia 5.1.4 i) Spunem ca o forma patratica Q : V — K s-a redus la
forma canonicd intr-o baza B = {e1,ea,...,e,} daca expresia analitica
formei patratice @, in raport cu baza B, este

Q) = Az, 2) = Ma? + Moa + .. + A2,

unde \; = A(ej,ei), Vi=1,n.
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i1) Tripletul de numere naturale o(Q) = (p, q,d) € N3, asociat unei forme
canonice
Q(x) = Mt + Nox3 + ... + M2,

unde p = numarul de coeficienti A; strict pozitivi, ¢ = numdarul de coeficienti
i strict negativi gt d = numdarul de coeficienti \; egali cu zero, se numegte
stgnatura formei patratice Q.

Teorema 5.1.4 (Legea de inertie) Signatura unei forme patratice Q
este aceeasi pentru orice formd canonicd a lui Q.

Definitia 5.1.5 O forma patratica Q este pozitiv definita (respectiv, ne-
gativ definitda) daci are signatura o(Q) = (n,0,0) (respectiv, o(Q) =
(0,m,0)), unde n = dimg V.

Metode de reducere la forma canonica a unei forme patratice
reale (K =R)

(1) Metoda lui Gauss (sau a formarii de patrate).
Fie Q : V — R o form4 patratica, exprimatéd prin
n
Qz) = Z QijTiTy,
ij=1
unde cel putin un coeficient a;; # 0.

1. Daci Q(x) posedi un termen z? (putem presupune, fara a restrange
generalitatea, ca aj; # 0), atunci scriind

n n
Qz) = anad +2) aymai + Y aiymixy,
=2 i,j=2
putem forma un patrat perfect si obtinem
y
Q(z) = an (ml + Z a—liéﬂz) + Z a5,
i=2 i,j=2

unde, in coeficientii a;j, 1,7 = 2,n, s-au introdus si termenii, cu semn
schimbat, necesari obtinerii patratului expresiei
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T v LRV v n / o 3 A

In forma patraticad ramasa Zl j—2 ;@i nu mai apar decat coordo-
natele xo, 3, ..., T,, adicd ea poate fi privita ca o noud forma péatratica
pe un spatiu vectorial real de dimensiune n—1, si deci i se poate aplica

algoritmul descris mai sus.

2. Dacd Q(x) nu contine patrate, atunci, in mod necesar, trebuie s&
contina cel putin un termen nenul a;jz;z;, unde 7 # j. Atunci, prin
schimbarea de coordonate

/ / / / / ..
T =T; + T, Tj=T; —Tj, T = Ty, k #1, 7,

se obtine un nou sistem de coordonate (o noud baza), in raport cu care
expresia analiticd a lui ) contine termenii aijx? — aijac;?, si deci, in
continuare, putem aplica Pasul 1.

(2) Metoda lui Jacobi
Fie Q : V — R o forma pitratica si A = (aij); ;_15; € Mn(R) matricea lui

@ intr-o bazd B = {ej, e, ..., e, } a spatiului vectorial V. Fie determinantii

a1l a2 aig
s Ag = | a12 22 A23 |, .-y An = det A.
aiz a3 ass

ail  ai2

Ay =an, Ay =
a2 a2

Daca A; # 0, V ¢ = 1,n, atunci in baza
B/ _ I I A
= {e1 = crie1, €5 = ca1€1 + 22€2, ..., €, = Cp1€1 + Cp2ea + .. + Conén}

forma péatratica () are forma canonici

1 A A A —
/ 2 1.2 2.2 n—1_r
Qx) = 1:61 + 21:2 + 3:63 +...+ ) T,

unde 2, i = 1,n, sunt coordonatele vectorului z in baza B’, iar scalarii ¢;;,
1 > 7, se determina din conditiile

Alel,e;) =0, Vj<i<n, siAl€,e)=1, Vi=1n,
forma biliniard si simetricd A fiind polara formei péatratice Q).

Corolarul 5.1.5 (Criteriul lui Sylvester) Fie @ : V — R o forma pa-
tratica. Daca conditiile din metoda lui Jacobi sunt indeplinite, atunci:

(1) forma patratica @ este pozitiv definita < A; >0,V i =1,n;
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(2) forma patraticd Q este negativ definita < (—1)'A; >0,V i=1,n.

(3) Metoda valorilor proprii (sau a transformarilor ortogonale)

Fie @Q : (V,(,)) — R o forma pétraticd pe un spatiu vectorial euclidian
(V. (,)) st fie A = (aij); j—15 € Mn(R) matricea lui @ intr-o baza ortonor-
matd B = {e1, e, ..., e, } a spatiului euclidian (V/ (,)). Deoarece matricea A
este simetricd, ea este diagonalizabila. Dacd C' = (cij); j_15; € Mn(R) este
matricea vectorilor proprii ortonormati ai matricii A, agezati pe coloane,
atunci transformarea de coordonate

TIIJ':C' TSL'/,

care este o transformare ortogonald (i. e., C- TC = I,,), conduce la forma
canonica

Q') = M2 + Xz + ... + Mz,

unde \;, ¢ € {1,...,n}, sunt valorile proprii ale matricii A, luate cu multi-
plicitatile lor algebrice (fiecare valoare proprie \; apare de atatea ori cat este
multiplicitatea ei).

Corolarul 5.1.6 Fie Q : V — R o forma patraticd pe un spatiu vectorial
euclidian (V,(,)) st fie A = (ai;); j_1; malricea lui Q intr-o baza ortonor-
matd a spatiului euclidian V. Atunci, forma patratica Q) este pozitiv definita
(respectiv, negativ definitd) daca gi numai daca toate valorile proprii ale ma-
tricit A sunt strict pozitive (respectiv, strict negative).

5.2 Probleme rezolvate

Problema 5.2.1 Fie A : R3 x R? — R o forma biliniara si simetricd, a
carei expresie analitica in baza canonica este

A(z,y) = 2z191 + w12 + 322Y1 — T1Y3 — T3Y1 + Tay2 —
—T2Yy3 — T3Y2 + 2T3Y3.

a) Sa se scrie matricea lui A in baza canonicd si in baza

B'={e =(1,1,1),¢5 = (1,1,0),¢5 = (1,0,0)}.

b) Sa se determine forma patratici asociatd lui A.
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Rezolvare. a) Fie B = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} baza
canonicd in R3. Atunci, matricea lui A in baza canonici B este

2 3 -1
A= 3 1 -1
-1 -1 2

Deoarece matricea de trecere de la baza B la baza B’ este
1 11
C= 110 ],
1 00
rezultd cd matricea lui A in baza B’ este

A=Tc. A.C=

INOEN N
ol ©
(IS RN

b) Forma pétratica asociatd lui A este
Q(z) = Alz,z) = 223 + 23 + 21:% + 61179 — 27173 — 2T2T3.
|

Problema 5.2.2 Pentru formele patratice Q@ : R® — R de mai jos, sa se
determine formele biliniare gi simetrice din care provin, precum §i matricea
lor in baza canonica:

a) Q :R? - R, Q(z) = —18w179 + 923.
b) Q:R? — R, Q(z) = 22% — 6x122 + 323,
c) Q :R* = R, Q(x) = 120 + 2213 + T374.

Rezolvare. a) Forma biliniard si simetrica din care provine forma pa-
traticd @ este datd de formula

Awy) = 51Q@+y)— Q) - Q)] =

1
= 3 [—18(z1 + 1) (w2 + y2) + I(z2 + 2)+

F182 29 — 923 + 18y192 — 993
= —9z1y2 — 9zoy1 + 9x2Yo.
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Prin urmare, matricea in baza canonica a lui @) este

0 -9
(%)
b) Folosind formula anterioara, gisim

Alz,y) = 5 [2(z1 + 91)® — 6(21 + y1) (22 + y2) + 3(w3 + y3)*—
—2:3% + 6x129 — 31‘% — 2y% + 6y1y2 — 3y32,]
2x1y1 — 3w1Y2 — 3T2y1 + 3T3Y3.

Matricea in baza canonicd a lui ) este

2 =3

0
A= -3 0 0
0O 0 3

¢) Utilizand din nou formula de mai sus, obtinem forma biliniara si
simetrica

A(,y) = Sargn +  2eays + 2osve + s Taya =

x,Y) = =x —z —z —z —z —z

Y 5 192 5 2 5 2Y3 B 3Y2 B 3Ya B 4Y3;
a cirel matrice este (matricea lui Q)

0 1/2 0 0
Ao | w2 o0 12 0
|l o 12 0 1/2

0 0 1/2 0
| ]

Problema 5.2.3 Formele patratice QQ : R — R de mai jos sunt date in
baza canonicd B a lui R™. Sa se scrie aceste forme in baza

B' = {é€},¢e,....el} CR™,
in cazurile:
a) QR - R, Q(z) = 323 + 102122 + 923, €] = 21 — €2, b = €1 — e2.

b) Q : R3 - R, Q(z) = 322 + dw129 + 4123 — 23, €] = e1 + €2 + e3,
ey =2e; —eg + e3, €5 = —eq + 2e2 — 3es.
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Rezolvare. a) Matricea de trecere de la baza B la baza B’ este

2 1
o-(4 )
iar matricea lui @) in baza canonicé este
3 5
-(11)
Prin urmare, matricea lui @ in baza B’ este

T o4 (10
A = C’AC—<O2>.

In concluzie, expresia analitica a lui @ in baza B’ este
Q) =a" - A To' =22 4+ 222

b) Matricea de trecere de la baza B la baza B’ este

1 2 -1
cC=|1 -1 2
1 1 =3

Prin urmare, matricea lui @ in baza B’ este

8 9 —4
A=TC. A.C= 9 3 -3
—4 -3 —4

In concluzie, expresia analiticd a lui ) in baza B’ este

Q(IIJ'/) — fL'/ . A/ X TSL'/ —

8z + 32 — 41‘%2 + 18z 2, — 8z afy — 65k,
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Problema 5.2.4 Utilizand metoda lui Gauss, sa se gaseascd forma canon-
icd g1 signatura formelor patratice de mai jos. Care dintre aceste forme
pdtratice sunt pozitiv definite gi care sunt negativ definite?

a) Q:R? - R, Q(z) = 422 + 4x129 + 523.
b) Q:R? - R, Q(x) = —z172.

) @:R® =R, Q(z)
d) Q:R3 =R, Q(z) = r122 + 2173 + T223.

22 + 23 + 423 + dz173 + 22073.

Q R =R, Qx
(

o 2% + 923 + 1923 + 8a17 + o123

) )
f) )

Q:R*=R,Q 22 + 223 + 222 + 323 + 23179 + 22073 + 23374.

X

Rezolvare. a) Deoarece in expresia lui () avem patrate, formam patrate
perfecte si obtinem

Qz) = 4(x% + z129) + 590% =

2
:4Km+%)_ﬁym@:

2
= 4 (x]_ + %) + 423

Efectuand schimbarea de coordonate

Z2
/
$1:$1+?

/
Ty = T2,

gésim forma canonica
Q(a') = 4a? + 425
Signatura formei patratice @ este 0(Q) = (2,0,0), adica forma patratica
este pozitiv definit4.
b) Deoarece in expresia lui ) nu avem patrate, efectudm schimbarea de

coordonate
T =) + h
xo =) — b

si gasim forma canonica

Qz) = -2 + 2.
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Signatura formei patratice @ este o(Q) = (1, 1,0), adica forma patratica
nu este nici pozitiv definita, nici negativ definita.

c¢) Deoarece in expresia lui ) avem péatrate, formam patrate perfecte si
obtinem

Q({E) = (‘T% + 4.1‘1.1‘3) + -Tg + 41’% + 22913 =

= (z1 + 2x3)° + 23 4 2m913 =
= (.Tl + 21‘3)2 + (xz + $3>2 — 1‘%
Efectuand schimbarea de coordonate

o) =z + 223

xh =g+ 13
/

Ty = I3,

gésim forma canonicd
/ 12 12 12
Q') = a7 +zy — 2.

Signatura formei patratice @ este o(Q) = (2, 1,0), adica forma patratica
nu este nici pozitiv definita, nici negativ definita.
d) Deoarece in expresia lui () nu avem patrate, efectudm schimbarea de
coordonate
=) + 2
Ty =) — Th
T3 = T4
si gasim
Q') =2 — o + 2742,
Restrangem patratele si obtinem

Q) = (2 +22)afy) —af =
= (:17/1 + $é)2 — LE? — 2.
Efectuand schimbarea de coordonate

o =) +f
zh = ah
no__ .
T3 = Ty,

gasim forma canonica

Q) = af? — aff —
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Signatura formei patratice @ este 0(Q) = (1,2,0), adica forma patratica
nu este nici pozitiv definita, nici negativ definita.
e) Deoarece in expresia lui () avem péatrate, formam patrate perfecte si
obtinem
Q(zr) = 23492241923 + 8x129 + 4zy23 =
= 2 (m% + 4z @9 + 2w123) + 923 + 1923 =

= 2 [(scl + 229 + 23)% — 422 — 22 — 4:52:53] + 923 + 1922 =

= 2(x1+2x9 + x3)2 + 23 + 1723 — S8xox3 =
= 2 (.7:1 + 229 + $3)2 + (xg — 4303)2 + x%
Efectuand schimbarea de coordonate
Ty =z + 229 + 23

xh = x9 —4dx3
/
T3 = I3,

gésim forma canonica
/ / / /
Q(.’II ) = 2{E12 + $22 + $32.

Signatura formei pétratice Q este o(Q) = (3,0,0), adica forma patraticad
este pozitiv definita.

f) Deoarece in expresia lui () avem patrate, formam patrate perfecte si
obtinem

Q(x) = a2 + 223 + 223 + 323 + 22129 + 22073 + 21374 =
T3 + 22102 + 225 + 223 + 325 + 22973 + 2374 =
(1 + x2)2 + :L’g + 2913 + 21‘% + 3:6?1 + 2x374 =
(21 + 2)? + (22 + 23) + 23 + 22374 + 325 =

= (@1 +22)? + (22 +23)% + (23 + 24)% + 222

Efectuand schimbarea de coordonate

T =21+ T2
Ty = X2+ X3
T3 = T3+ T4
Ty = T4,

gésim forma canonica

Q) = + 2 + 22 + 227
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Signatura formei patratice @ este o(Q) = (4,0,0), adica forma patratica
este pozitiv definitd. m

Problema 5.2.5 Utilizand metoda lui Jacobi, si se gaseasca forma canon-
ica gi signatura formelor patratice de mai jos. Care dintre aceste forme
patratice sunt pozitiv definite si care sunt negativ definite? Sa se precizeze
baza spatiului in care se obtine forma canonicd respectivd.

a) Q:R3 = R, Q(z) = 22 + 823 + 23 + 162129 + 47173 + 42973

b) Q:R® - R, Q(x) = 23 + T3 + 23 — 8v122 — 167123 — 83273,

Rezolvare. a) Matricea in baza canonicd a formei pdtratice ) este

1 8 2
A= 8 8 2
2 21
iar determinantii corespunzatori sunt
1 8 1 8 2
A1=1#0, Ay = =-56#0, Ag=|8 8 2 |=-28#0.
8 8 2 21

Prin urmare, forma canonica este

1
/ /2 12 12
Signatura formei patratice @ este o(Q) = (2, 1,0), adica forma patratica
nu este nici pozitiv definita, nici negativ definita.
Pentru a gési baza in care se obtine aceastd forma canonicé, ludm vec-
torul e/l = cy1e1 si determinam scalarul ¢1; € R din conditia

./4(6/1,61> =1= Cl1 = 1,
adica avem
e} = e = (1,0,0).

Considerdm apoi e, = ca1€1 + caea si determindm scalarii a1, c22 € R din
sistemul

{ A(eh,e1) =0 { co1 + 8coo =0 1 1
=1

= = - = ——
A(€/27 62) 8621 + 8C22 = 1 €21 7’ C22 56,



5.2. PROBLEME REZOLVATE 109

adica avem
/ 1 1 1 1
€y = S€1 — —<€2 = _7__70 .
7 56 7 56
In final, consideram ej = c3je; + c32e2 + c33e3 si determindm scalarii
€31, €32, ¢33 € R din sistemul

.A(eg, 61) =0 c31 + 8czo 4+ 2¢33 =0
A(eé, 62) =0 = 8c31 +8cza+2c33 =0 =
.A(Gg, 63) =1 2¢31 + 2¢32 +c33 =1
1
= c31 =0, €2 =~ c33 = 2,
adica avem
4 Len 12 0,—+.2
€3 = —=¢€ ez = —= .
3 2 2 3 ) 27
b) Matricea in baza canonica a formei patratice @) este
1 -4 -8
A= -4 7 —4
-8 —4 1

iar determinantii corespunzatori sunt

— 1 —4 -8
A =1, AQZ'_4 ; ‘:—9, As=|—-4 7 —4|=-720.
-8 -4 1

Prin urmare, forma canonica este

1 1
/ 12 /2 /2
r)=2] — =5 + =23
Signatura formei patratice @ este 0(Q) = (2, 1,0), adica forma patratica
nu este nici pozitiv definita, nici negativ definita.
Ludm vectorul €] = cj;e; si determindm scalarul ¢;; € R din conditia

Alel,e1) =1=c11 =1,
adica avem
el =e1 = (1,0,0).

Considerdm acum e, = caje1 + cozes si determindm scalarii coq, co2 € R din
sistemul

{ A(eh,er) =0 :>{ co1 —4cog =0 4 1

= = —— —
Aley, e2) =1 —4co) 4 Tega =1 €21 9’ €22 9’
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p 41 (4 1,
€y = 961 962— 97 9a .

In final, consideram eg = c31€1 + C32€9 + c33e3 si determinam scalarii
€31, €32, c33 € R din sistemul

adica avem

Ales,e1) =0 c31 —4c3a —8czz3 =0
A(eg, 62) =0 = —4c31 4 Tesg —4es3 =0 =
Ales,e3) =1 —8c31 —4cza +c33 =1
SR T T
C31 =gy €32 = —g7, €38 =g
adica avem
L 8. 41 (8 41
37 781t eI P8l T\ 81 81'81)°
m

Problema 5.2.6 Sa se determine valorile parametrului X € R pentru care
formele patratice de mai jos sunt pozitiv definite sau negativ definite.

a) Q :R? =R, Q(x) = M2 + (A + 3)23 — 4x129.
b) Q:R? - R, Q(x) = \z? + 823 + 2% + 167122 + 4173 + 47973,
Rezolvare. a) Matricea in baza canonica a formei patratice ) este

A =2
a=(%03)

iar determinantii corespunzatori sunt

A =), Azz' 3\2 )\_+23 ':A2+3)\4.

Conform Criteriului lui Sylvester, forma patratica @) este pozitiv definita
daca si numai daca
A >0 N A>0 N A€ (0,00) N
Ay >0 M 430-4>0 A € (—o0, —4) U (1, 00)
=\ € (1,00).
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Forma péatratica () este negativ definita daca si numai daca

A1<0@ A<0 N A€ (—00,0) N
Ay >0 N 430—-4>0 A € (—00,—4) U (1, 00)

= X € (—o0, —4).

b) Matricea in baza canonica a formei patratice @ este

A=

N 00 >
N 0O QO

2
2
1
iar determinantii corespunzatori sunt

2
2 | =4\ —8).
1

DD 00 >
N OO OO

Alz)\, AQZ‘Q 2':8()\_8>7 Az =

Conform Criteriului lui Sylvester, forma patratica @) este pozitiv definita
dacd si numai daca

A1 >0 A>0
Ay>0 &< A—8>0 = )\ (8,00).
Az >0 A—=8>0

Forma patratica () este negativ definita dacad si numai daca

A1 <0 A<O0
Ay>0 & A=8>0 = Xel.
A3z <0 A—8<0

Problema 5.2.7 Utilizand metoda valorilor proprii, sa se gaseascd forma
canonica §i signatura formelor patratice de mai jos. Care dintre aceste forme
patratice sunt pozitiv definite si care sunt negativ definite? Sa se precizeze
baza spatiului in care se obtine forma canonica respectiva.

a) Q:R3 — R, Q(x) = —22 + 23 — 523 + 63173 + dw273.

b) Q:R? — R, Q(x) = 322 + 623 + 323 — 4122 — 87173 — 4T273.
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Rezolvare. a) Matricea in baza canonica a formei patratice ) este

-1 0 3
A= 0 1 2
3 2 =5

Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei caracteristice

—1-A 0 3
0 1—A 2 =0 ANA=2)(A+7) =0,
3 2 —5—=A
adicd avem valorile proprii Ay = 0, Ay = 2 si A3 = —7. Prin urmare, forma

canonicd a formei patratice () este
Q) = 228 — T2

Signatura formei patratice @ este o(Q) = (1,1,1), adica forma patratica
nu este nici pozitiv definita, nici negativ definita.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A\; = 0 este

-1 0 3 T 0
Vs, = (z,y,2) € R3 0 1 2 y | =10 =
3 2 =5 z 0

= {(3z,—2z,2) | z € R}.

O baza a subspatiului propriu V), este By = {f1 = (3,-2,1)}.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ao = 2 este

-3 0 3 T 0
Vv, = (x,y,2) € R3 0o -1 2 y |=120 =
3 2 =7 z 0

= {(z,22,2) | z € R}.

O bazi a subspatiului propriu V), este By = {f2 = (1,2,1)}.

Subspatiul propriu asociat valorii proprii A3 = —7 este
6 0 3 x 0
iy = {(@y,2)eR’ | | 08 2 y |=[0]}=
3 2 2 z 0
- {g2) [ #en)
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O baza a subspatiului propriu V), este Bs = {f3 = (2,1, —4)}.
Baza in care se obtine forma canonica a lui ) este baza ortonormats
B' = {€],¢eh, e4}, unde

J1 1

ellzm :\/ﬁ(&*z 1)a
y_ 2 _ 1
T RV el

o fs L o
=g = v Y

Cu alte cuvinte, transformarea ortogonala

T 3/V14  1/v6  2/v21 )
r | = —2/V14 2/V/6 1/V21 h
T3 1/vV14  1/v/6 —4/y/21 4

conduce la forma canonica a formei patratice Q).
b) Matricea in baza canonica a formei péatratice @ este

3 -2 -4
A=| -2 6 -2
-4 -2 3

Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile ecuatiei caracteristice

3-X -2 -4
2 6-X -2 |=0e\-72%)+2) =0,
—4 -2 3-)

adica avem valorile proprii A\; = 7 si A2 = —2, de multiplicitate algebrica
mi1 = 2 si me = 1. Prin urmare, forma canonica a formei patratice (Q este

Q(z') = 71‘&2 + 7:6'22 — 21:%2.

Signatura formei patratice Q este o(Q) = (2, 1,0), adica forma patratica
nu este nici pozitiv definita, nici negativ definita.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A\; = 7 este

-4 -2 —4 z 0
Vi, = < (z,9,2) €R3 -2 -1 =2 y | =10 =
-4 -2 -4 z 0

= {(z,—2x —22,2) | z,z € R}.
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O baza a subspatiului propriu V), este

By = {fl = (17*27 O)va = (07*27 1)}

Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ay = —2 este
5 —2 —4 T 0

Vv, = (z,y,2) € R? -2 8 =2 y |=120 =
—4 -2 5 z 0

= {(2y,9,2y) | y € R}
O baza a subspatiului propriu V), este By = {f3 = (2,1,2)}.

Ortonorméand prin Procedeul Gramm-Schmidt baza B = {fi, f2, f3},
gisim baza ortonormata B’ = {e], €5, €4}, unde

5

61 = ?(1,—2,0),
5

¢ = 1—‘2(—4,—2, 5),

, 1

¢h = 5(2,1,2),

in care se obtine forma canonicd a lui ). Cu alte cuvinte, transformarea
ortogonala

T V5/5  —4v/5/15 2/3 )
ze | =| —2v5/5 —2v5/15 1/3 4
3 0 5v5/15  2/3 h

conduce la forma canonicé a formei patratice (). m

Problema 5.2.8 Fie Q : R> — R o forma patraticd exprimatd in baza
canonica prin

Q(z) = 5a3 + 63 + da — dw19 — da173.

Utilizand metodele Gauss, Jacobi si a valorilor proprii, si se reducd @ la

forma canonica (fard a se preciza neaparat baza in care se obtine aceasta)
st apot s se verifice Teorema de Inertie.
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Rezolvare. Metoda lui Gauss: Deoarece in expresia lui (Q avem
patrate, forméam patrate perfecte si obtinem
Q(z) = 633 —dzi20 + 50} + 423 — dwya3 =

2
= 6 <sc% — §$1x2> + 522 + 422 — dxyx3 =

2 2
= 6 |:<~T2_ ﬂ) - %:| +5(E%+4IE§—4$1$3 =

2 13
= 6 (:EQ - ﬂ) +daf —dmizs + af =

3 3
o) a3

Efectuand schimbarea de coordonate

o 1
M =223
o 1
)
A
T3 = Ty,

gasim forma canonica

10
Q) = 627 + 422 + Exff
Signatura formei patratice @ este o(Q) = (3,0,0), adica forma patratica
este pozitiv definita.
Metoda lui Jacobi: Matricea in baza canonicd a formei patratice )
este

5 -2 =2
A= -2 6 0
-2 0 4

iar determinantii corespunzatori sunt

s o 5 -2 -2
Ay =5, AQ:‘Q o ‘:26, Ag=|-2 6 0 |=80
2 0 4

Prin urmare, forma canonica este

1 5 13
Q2" = 358/1/2 + 2—6:3/2/2 + 4—0x§2
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Signatura formei patratice @ este o(Q) = (3,0,0), adica forma patratica
este pozitiv definita.

Metoda valorilor proprii: Valorile proprii ale matricii A sunt solutiile
ecuatiei caracteristice

5—A -2 -2
—2 6-XA 0 |=0s0\A-2(A-5)A—-8) =0,
—2 0 4-)

adica avem valorile proprii Ay = 2, A2 = 5 si A3 = 8. Prin urmare, forma
canonicd a formei patratice Q este

Q(:C”/) — 2:6,1”2 + 5%"2”2 + 8:8%"2.
Signatura formei patratice @ este o(Q) = (3,0,0), adica forma patratica
este pozitiv definitd. m
5.3 Probleme propuse

Problema 5.3.1 S se studieze care din urmdatoarele aplicatii sunt forme
biliniare st stmetrice:

a) A:R? x R2 = R, A(z,y) = 22191 — 32y + TT1Yy2 + 7221 ;
b) A:R3 X R3 = R, A(z,y) = 2193 + T2y2 — 323913
c) A:R3xR? = R, A(z,y) = 2ys + 2311

R. a) Biliniara gi simetricd. b) Biliniard, dar nesimetrica. c¢) Nici
biliniara, nici simetrica.

Problema 5.3.2 Fie A : R3 x R? — R o forma biliniard si simetrici, a
carei expresie analiticd in baza canonica este

Az, y) = 2x1y2 + 2x9y1 — 3T3Ys3.
a) Sa se scrie matricea lui A in baza canonicd i in baza

B = {6/1 = (L 1,0),6/2 = (1707 1)a€é = (0, 1, 1)}

b) Sa se determine forma patratici asociata lui A.
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02 0 4 2 2
R.a)Ad=[20 0 |, 4=|2 -3 -1

0 0 =3 2 -1 -3
b) Q(x) = Az, x) = 4129 — 373.

Problema 5.3.3 Pentru formele patratice QQ : R® — R de mai jos, sd se
determine formele biliniare gi simetrice din care provin, precum §i matricea
lor in baza canonica:

a) Q:R? — R, Q(x) = 42? — 62122 + 573.
b) Q:R? - R, Q(x) = 23 + 4z122 + 47173 + 523 + 122923 + T23.

c) Q:R* - R, Q(z) = 222 + 323 + 22 + 21129 + 41273 — T374.

4 =3
R. a) A(z,y) = 4x1y1 — 3z1Y2 — 3x2Y1 + DT2ys, A = < > .

-3 5
b) A(z,y) = z1y1 + 22192 + 222y + 221y3 + 223y1 + STay2 + 622y3 +
1 2 2
6x3ys + Tx3ys, A= 2 5 6
2 6 7
1
c) A(z,y) = 2x1y1 +3x2y2 + Taya +x1y2 + 22y1 +222y3 + 223y2 — 5T3Y4—
2 1 0 0
Lo o2 o
pM¥ A= 0 2 0 —1/2
00 —-1/2 1

Problema 5.3.4 Formele patratice Q) : R — R de mai jos sunt date in
baza canonicd B a lui R™. Sa se scrie aceste forme in baza
B = {é},é,....el,} CR™,

oy Cp

in cazurile:
a) Q:R?2 — R, Q(x) = 2522 — 1dx129 + 273, €] = €1 + €2, € = —e1 + ea.

b) Q:R3 - R, Q(z) = sc% + 21179 — T173 —LL’% + 2x913 +x§, el =2e; —es,
ey = —ej + 2ex — e3, € = —eg + e3.

c) Q:R® =R, Q(x) = 5% + 523 + 31‘% + 2z129 + 2V 22123 + 2v/ 2293,
el =e+ex— 2v/2e3, eh =e; —eg, €5 = V2e1 + v 2es + e3.
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d) Q : R* — R,Q(z) = w172 + 22w3 + 2374, €] = €1 + €2 + €3 + ey,
ey = ey + e3+ eq, €5 = e3+ ey4, €) = ey.

R. a) Q(z') = 132’2 — 462"z} + 41272

b) Q(z') = 722 + 3x1x2 6901903 — 1122 + 11ahaly — 2272

) Q) = 202 + 82 + 352%

d) Q(a') = 32 + 225 +x’32+5x1x2+3x1x3 + 2 o)y + 3ahaly + xha) + ahay.

Problema 5.3.5 Utilizind metoda lui Gauss, sd se gaseascd forma canon-
ica gi signatura formelor patratice de mai jos. Care dintre aceste forme
patratice sunt pozitiv definite si care sunt negativ definite?

a) Q:R? - R, Q(z) = 2% — x120 — 3.

b) Q:R? =R, Q(z) = —1627 + 24x129 — 923.

c)Q:R3 =R, Qz) = :E‘% + 22129 + 91‘% + 4xyx3 + 19:5%.

d) Q:R? - R, Q(x) = 92? — 122119 — 6x123 + 423 + dwows + 3.
e) Q:R? - R, Q(x) = 822 + 16z1m2 + 873 + 4x123 + dw2ws + 3.
f) Q:R® =R, Q(z) = 2173 — 123 + 2T223.

g) Q:R* = R, Q(z) = w129 + 22923 — 3w374.

L2, 1 _

R. a) Q(a') = 22 — Zm’f, unde =} = 1 — 5
b)
c)

Q(z') = —2/2, unde 2| = 471 — 312; 7 = T2.
29
Q(z') = 2 + 8z 7$3,undex1—$1+$2+2$3, ’22562—%;
Th = 3.
d) Q(2') = 22, unde oy = 3x1 — 239 — x3; Th = T2; Th = 3.
1
e) Q(z') = 82 + 2x/22, unde z} = 1 + 22 + 43 Th = x3; Th = Xg.
1
f) Q") = af? — 24% + 2%, unde 2 = §(x1+x2 +a3); o =
1
3 (z1 — xg + 3x3) ; f = x3.
g) Q(:I:///) — tm?[//Q ///2 3:1:///2 + Sx///Q unde x/ll/ — 2 + ? + .,1/.37 $/2// —
T :E‘Q
5 5 T $§/=2(1’3+SE4) zl —2(563*564)-
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Problema 5.3.6 Utilizind metoda lui Jacobi, si se gaseasca forma canon-
icd gi signatura formelor patratice de mai jos. Care dintre aceste forme
pdtratice sunt pozitiv definite gi care sunt negativ definite? Sd se precizeze
baza spatiului in care se obtine forma canonicd respectiva.

a) Q:R3 = R, Q(x) = 2% + 323 + 23 + 4z122 + 63123 + 83273.
b) Q:R3 =R, Q(z) = :E‘% + sc% + sc% — 4z 129 — 27173 — 2T2T3.
¢) Q:R* - R, Q(z) = 23 + 23 + 23 — 23 + 4x973 + 27974 + 67374.

d) Q:R* =R, Qz) = sc% + :E‘% + 41:% + 41:421 + 4z123 + 22124 + 22073 +
2x914 + 6374.

R. a) Q(z') = 5[312 x22 — —:c32,
1
B = {e'l = (1,0,0),¢) = (2, ~1,0), ¢ = — (1, -2, 1)}.
1 1
b) Q') = o — 20 + 3o
1
B, = {6/1 = (1a0a0)7el2 = 75(27 1,0),(3& =
/ 12 1 12 3 /2
C)Q($>—$1+$2—§$3 54,
1
B = {e’l = (1,0,0,0), e, = (0,1,0,0), e = 5(0,2,—1,0),

1
(x/)—xl + 2 — 2% +2xﬁf,
e 1,0,0,0),e5 = (0,1,0,0), e~ = (2,1, —1,0),
1= 2 3

;( ,1,(),1)}

SR
O

e
€4

Problema 5.3.7 S se determine valorile parametrului A € R pentru care
formele patratice de mai jos sunt pozitiv definite sau negativ definite.

a) Q:R? - R, Qz
b) Q:R? =R, Q(z

) = ()\ + 3) — 2()\ + 1)1‘11‘2.
) = —922 + 6Azy22 — 73
x

c) Q:R3 =R, Q(z) =23 + 23 + Mg — 27120 — 47173,
d) Q:R*—R,Qz) =

81‘21‘3.

(4= N2+ (4—N)23 — (2+ \)23 + 42129 — 87173 +
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R. a) Q pozitiv definitd < X € (=2, 1); @ negativ definitd < X € ().

b) @ pozitiv definitd < X € 0; @ negativ definitd < A € (—1,1).

¢) @ pozitiv definitd < X € 0; @ negativ definitd < X\ € ().

d) @ pozitiv definitd < A € (—o0, —6); @ negativ definitd < A € (6, 00).

Problema 5.3.8 Utilizind metoda valorilor proprii, sa se gaseascd forma
canonica §i signatura formelor patratice de mai jos. Care dintre aceste forme
patratice sunt pozitiv definite si care sunt negativ definite? Sa se precizeze
baza spatiului in care se obtine forma canonica respectiva.

a) Q :R? - R, Q(x) = 522 + 5a3 + dx1 2.
b) Q :R3 = R, Q(z) = 2z129 + 23123 + 2w273.
c) Q:R* = R, Q(z) = 2129 — 62123 — 62224 + 27324,

R. a) Q(x) :13x/12 + T2

1
B =le =——(1,-1),¢y = —(1,1) \.
{e=Ft-n.4- 0}
b) Q') = 207 — o — of
1 1
B'=<{¢e =—(1,1,1),e, = —(1,0,—1), e =
{¢ = 0114 = 20004

¢) Q) = 4 — 42} + 222 — 227,

1 1 1
B ={¢ ==(-1,-1,1,1),¢y = =(1,—1,1,-1), ¢y = =(—1,1,1, - 1),
2 2 2

1

~(1,1,1, 1)} .

€4
Problema 5.3.9 Fie Q : R?® — R o formd patratica exprimatd in baza
canonica prin
Q(x) = z3 4 23 + 23 + 2129 + 2123 + T2T3.

Utilizand metodele Gauss, Jacobi si a valorilor proprii, si se reducd @ la
forma canonica (precizandu-se baza in care se obtine aceasta) si apoi sa se
verifice Teorema de Inertie.

2
Ind. Metoda lui Gauss: Q(z') = 2 + éxg + =22; Metoda lui Ja-

4 3
4 4
cobi: Q(z") = 2? + 5:5’2’2 + gscgz; Metoda transformarilor ortogonale:
1 1
Q(LE”/) — 2%"1”2 + 558/2//2 + 558‘551/2‘



Capitolul 6

Conice

6.1 Elemente teoretice fundamentale

Fie spatiul punctual euclidian al vectorilor liberi din plan £ = (Es, Va, ¢)
si R = {O;1,7} un reper ortonormat in acest spatiu. O curbd pland regulatd
definita implicit in spatiul &, curba notatad cu C, este o multime de puncte
din plan P(z,y), ale caror coordonate satisfac o relatie de forma

C: flz,y) =0,

unde f :R? — R este o functie diferentiabili, cu proprietatea
af\2 af\2
- P - P 0, VPeC.
(5) 2+ (F) o vre

Definitia 6.1.1 In particular, se numeste conicé sau curbd algebricd de
grad doi, o curbal : f(x,y) = 0 definita de o functie polinomiala de gradul
al doilea

f(z,y) = an@? + 2a122y + agny?® + 2a13% + 2a23y + ass,
unde a;; € R, a%l + a%g + a%2 # 0.

Forma patratics ¢ : R2 — R, q(z,y) = a112%+ 2a102y + a2y se numeste
forma patratica asociata conicei T'.

Definitia 6.1.2 Se numesc tnvariantii ortogonali ai conicei I' (acestia
nu se modifica la roto-translatii in plan) numerele reale

ailr a2 a3
A=laz ag aj |, 0=
aiz a3 asg

air  a12

, I =ai1+ aa.
aiz a2

121
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Acesti invarianti sunt numiti: A-invariantul cubic, d-invariantul patratic
si I-invariantul liniar. Matricea care determina invariantul cubic A se nu-
meste matricea conicei I

Teorema 6.1.1 O conica I' : f(x,y) = 0 admite un centru de simetrie
C(zo,yo) daca gi numai daca 6 # 0. In aceasta situatie, coordonatele xq si
yo ale centrului de simetrie C' se obtin prin rezolvarea sistemului liniar

{ fe(z,y) =0 { a11x + aigy + a3 =0
Jy(z,y) =0 a12x + azzy + azz = 0,

unde f, = 0f/0x si fy, = 0f/0y.

Teorema 6.1.2 (reducerea la forma canonica a conicelor) Sa con-
sideram conica I' : f(z,y) = 0 gi A1, A2 € R soluliile ecuatiei seculare
(valorile proprii ale matricii formei patratice asociate conicei)

ail — A a2

=X —I\+6=0.
a2 a2 — A

In acest context, avem:

1. daca § # 0 (conica cu centru), atunci exista un sistem de coordonate
XOY, oblinut printr-o roto-translatie a sistemului de coordonate xQy,
in raport cu care conica I' are ecuatia canonica

A
LM X? 4 A0Y? 4 = =0,
2. dacd & = 0 (conica fara centru) si A # 0 (conica nedegenerata),
atunci forma canonica a conicei 1" este

[ A
V2
I''Y =42 —ﬁX.

3. daca 6 =0 (conica fara centru) si A =0 (conica degeneratd), atunci
forma canonica a conicei I' este mulfimea vidd sau reuniunea de drepte
paralele sau confundate

r:Y-k)(Y+k=0 keR
Corolarul 6.1.3 (clasificarea conicelor dupa invarianti) Fie o conica

arbitrara T : f(x,y) = 0. In acest context, avem urmatoarea clasificare a
conicelor:
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e daca conica I' este nedegenerata (A # 0) atunci:

— pentru § > 0 conica I" este multimea vida (I-A > 0) sau elipsa
(I-A<0);
— pentru § < 0 conica I' este hiperbola;

— pentru § = 0 conica I" este parabola.
e daca conica I' este degeneratd (A = 0) atunci:

— pentru § > 0 conica I' este un punct dublu;

— pentru § < 0 conica I' este reuniunea a doud drepte con-
curente;

— pentru 6 = 0 conica T' este muliimea vidd sau reuniunea a
doua drepte paralele sau confundate.

Reducerea conicelor la forma canonica
— Metoda roto-translatiei —

1. Determinam valorile proprii A1 si A2 ale matricii formei patratice aso-
ciate conicei
a1l a2
A= ,
a2 a2
rezolvand ecuatia caracteristica (ecuatia seculard)

ailr — A a2

‘:0<:>A2—IA+5:0.
a2 az — A

2. Calculam subspatiile proprii V), si V), si determinam niste vectori
proprii ortonormati €1 = (§1,&,) si €2 = (n1,my). Efectudnd eventual
o renumerotare a vectorilor proprii ortonormati, scriem matricea de

rotatie
_( & 771)
R=
<52 ny )’

astfel incat det R = 1.

(3)=(&m)(y)

3. Efectuam rotatia
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si ajungem la o ecuatie de forma
T M\ 4 Aoy? + 2d)32" + 2dzy’ + dg = 0,
unde a;; € R.

4. Restrangem patratele (dacd este cazul) gi obtinem

! 2 / 2
T\ (x/+%> + Ao <y’+%) + aljs = 0,

A1 A2
unde
P
33 3377, Ay
5. Efectuam translatia
!/
a
X=a+-2
A1
! a’/23
Y=y + N

si gasim forma canonica

LM X2 4+ Y2 +afs =0.
6. In ultimul sistem de coordonate XY reprezentim grafic conica I

Definitia 6.1.3 Fie I' : f(x,y) = 0 o conici si v = li + hj o directie in
plan. Locul geometric descris de mijloacele coardelor conicei ', paralele cu
directia v, se numeste diametru conjugat directiei v.

Propozitia 6.1.4 Diametrul conjugat directiei v = li+ hj, relativ la conica
I': f(x,y) =0, este o portiune din dreapta de ecuatie

D5 :lfy +hf, =0.

Corolarul 6.1.5 Diametrul conjugat directiei dreptei d : y = mx+n, relativ
la conica T : f(x,y) =0, este o portiune din dreapta de ecuatie

Dd:fermfy:O.
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Prin calcul, se deduce cid panta m’ a diametrului conjugat directiei
dreptei d : y = mx + n este exprimata de relatia de conjugare

/ ail + maiz
m=-—-——
a12 + masgs

Doua drepte d si d’, ce trec prin centrul unei conice I' (in cazul in care acesta
existd) gi ale cdror pante m, respectiv m/, verifici relatia de conjugare se
numesc diametri conjugati unul altuia.

Doi diametri autoconjugati (m = m') definesc asimptotele conicei T'.

Teorema 6.1.6 Singurele conice care admit asimptote sunt conicele I' de
tip hiperbola (A # 0, 0 < 0). Acestea admit doua asimptote de ecuatii

A2 fo+miafy =0,
y . 2 _
unde mi 2 sunt solutitle ecuatier azom® + 2a12m + a11 = 0.

Doi diametri conjugati perpendiculari (m -m’ = —1), unde m nu este
directie asimptotica, definesc azele de simetrie ale conicei I'.

Teorema 6.1.7 a) O conica T' de tip elipsa sau hiperbolia (A # 0, 6 # 0)
admite doua axe de simetrie

Si12: fo+miafy =0,

unde m1 2 sunt solutiile ecuatiet aiom? + (a11 — ag2)m — a1z = 0.
b) O conica I' de tip parabolia (A # 0, 6 = 0) admite o singura azd de
stmetrie
S:anfe+ algfy =0 S:apaf:+ aggfy =0.

Definitia 6.1.4 FieI': f(z,y) =0 o conica gi P(xg,yo) un punct arbitrar
din plan. Dreapta de ecuatie

PpIl: (z — x0) f2(z0,¥0) + (¥ — yo) fy(z0, y0) + 2f (20, %0) = 0

se numeste polara de pol P a conicet I'.

Polara unui pol P(xg,yo) care apartine conicei I' : f(x,y) = 0 este exact
dreapta tangentd in P la conica I'. Ecuatia acestei tangente este

Tpl': (z — 20) fo(z0,Y0) + (¥ — Yo) fy (w0, Y0) = 0
iar ecuatia dreptei normale in P la conica I' este
T — o Y —Y%

Nl Fo(zo,y0) Jy(®0,y0)
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Definitia 6.1.5 Fie I'y : fi(z,y) = 0 si I'y : fa(z,y) = 0 doua conice.
Multimea tuturor conicelor de ecuatii

F)\:fl(l‘ay)+>‘f2(xay):07 AER,
se numegte fascicolul de conice determinat de I'y gi I's.

Fascicolul de conice I'y determinat de I'; si I'e contine punctele de inter-
sectie I'y NI’y ale conicelor I'y si I'2 si nu contine conica I's.

Propozitia 6.1.8 a) Fascicolul de conice care trec prin patru puncte dis-
tincte A(x1,y1), B(x2,y2), C(z3,y3) §i D(x4,y4) este determinat de ecuatia

T'y: (AB)(CD)+ A(AD)(BC) =0, X€R,

unde (AB), (CD), (AD) si (BC) reprezinta ecuatiile dreptelor AB, CD,
AD gi BC.
b) Fascicolul de conice care circumscriu un triunghi ABC' are ecuatia

T, i (AB)(AC) + A(BA)(BC) + u(CA)(CB) =0, A\ pucR.

In particular, fascicolul de conice care trec bitangent prin punctele de
intersectie ale unei conice I' : f(z,y) = 0 cu o dreapta datd A este descris
de ecuatia

Ty: flz,y) +AA2=0, XeR

Mai mult, fascicolul de conice tangente dreptelor Ay si Ay in punctele in
care aceste drepte intersecteaza dreapta A este descris de ecuatia

[y:AA+AA2=0, XeR.

Propozitia 6.1.9 Prin cinci puncte distincte A(z1,11), B(x2,y2),
C(zs,y3), D(z4,ys) i E(x5,y5) trece o singurd conica, descrisa de ecuatia

22 Ty y2 z y 1
@iy yi v oy 1

r. sc% Yo yg T oy 1| _
x3 x3ys y3 w3 ysz 1
x5 ways yi w4 ya 1
a? wsys Y3 ows ys 1
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6.2 Probleme rezolvate

Problema 6.2.1 Sa se scrie ecuatia cercului cu centrul pe dreapta
d:z—-2y+1=0,

tangent azei Oz i care trece prin punctul A(0,1).

Rezolvare. Sa presupunem ca cercul cautat are raza R > 0 si centrul
C' de coordonate (a, 5). Ecuatia cercului este atunci

C:(x—a)+(y—p)7 =

Cercul C fiind tangent axei Ox de ecuatie y = 0, avem d(C, Ox) = |5| = R.
Deoarece C € d i A € C, deducem ca

a—20+1=0 a—20+1=0
2+ (1-p)?=R? o —23+1=0.

Coordonatele centrului cercului sunt solutiile C7(0,1/2) sau Ca(1,1).
Aceasta inseamna ca avem de-a face cu doud cercuri de raze R; = 1/2
si Ry = 1. Ecuatiile celor doua cercuri gasite sunt

1\ 1
C1:x2+<y_§) s Coi(z =12+ (y—1)*=1

Problema 6.2.2 Sa se determine locul geometric al punctelor din plan care
au proprietatea ca tangentele la elipsa

1.2 2

Y
Z 4 1=
4+9 0,

prin aceste puncte, sunt perpendiculare.

Rezolvare. Fie M(«a,f(), a, € R, un punct variabil in plan, care
verificd proprietatea cerutd de problema. Fascicolul de drepte care trec prin
M este descris de ecuatiile d,,, : y— 8 = m(z —a), m € RU{+oo}. O dreapta
dy, a fascicolului este tangenté la elipsd dacd sistemul

©|‘@w

x?
— —-1=
1 0

+
—-p

m(z — a)
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are o singura solutie (dreapta si elipsa au un singur punct comun). Scotand
y din a doua ecuatie si introducénd in prima, obtinem o ecuatie de gradul al
doilea, al carei discriminant trebuie s se anuleze. Cu alte cuvinte, in urma
calculelor, sistemul are singura solutie daca

(4 —a®)m? +2afm+9 — 32 =0.

In conditiile in care discriminantul ultimei ecuatii A = 4(9a2 + 4% — 36)
este strict pozitiv gasim doua solutii distincte m; si meo ale ultimei ecuatii,
solutii care reprezinta pantele celor doua tangente prin M.la elipsa. Punand
conditia ca tangentele d,,, si d,,, sad fie perpendiculare, obtinem relatia
mymsg+1 = 0. Folosind relatiile lui Viéte, deducem c& o2+ 5% = 13. Cu alte
cuvinte, locul geometric descris de punctul M reprezinta un cerc centrat in
originea 0(0,0) si de razi R =/13. m

Problema 6.2.3 Si se arate ca tangentele la o hiperbold formeazd cu
astmptotele triunghiuri de arie constanta.

Rezolvare. Fie M (acosht,bsinht), t € R, un punct mobil al hiperbolei
de ecuatie
H:-Z Y 120, ab>0,
unde cosht = (! + e7)/2 si sinht = (! — e!)/2. Ecuatia tangentei in M
la hiperbola se obtine prin dedublare

_xcosht ysinht
" a b

Punctele ei de intersectie cu asimptotele

Ty H 1=0.

b
d172 LYy = +—x
a

sunt punctele M (aet, bet) si Ma(ae™t, —be™?). In concluzie, aria triunghiului
AOM;Ms se calculeazd dupa formula

1 0 0 1
Anromiv, = = | ael bet 1 | =ab= const.
2 ¢ ¢
ae —be 1

Problema 6.2.4 Si se calculeze invariantii ortogonali si sG se scrie forma
canonica a conicelor
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a) 'y : 5a? — day + 2y% — 162 + 4y — 22 = 0;
b) Iy : 1122 — 24xy + 4y? + 22 + 16y + 11 = 0;
c) 32 —2zy+9y? —4y+6 =0.

Rezolvare. a) Matricea conicei I'; este matricea simetricd

5 -2 =8
A= -2 2 2
-8 2 =22

Prin urmare, invariantii conicei I'; sunt:

A = det Ay = —216, 52' o2 ‘=6§iI=a11+a22=7-

-2 2
Deoarece § # 0, rezultd cd forma canonicd a conicei 'y se descrie dupa
formula

A
MX2Z+ Y2+ <= 0,
. . - 5 =2 5 .
unde A;2 sunt valorile proprii ale matricii 9 9 . In concluzie,

ecuatia redusa a conicei este elipsa

b) Matricea conicei I's este matricea simetrica

11 -12 1
As=| —12 4 8
1 8§ 11

iar invariantii sunt A = —2000, § = —100 si I = 15. Ecuatia redusa a
conicei este hiperbola
Y2
X2 - S ti=0

¢) Matricea conicei I's este matricea simetrica
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iar invariantii sunt A = —4, § = 0 si I = 2. Deoarece § = 0, forma canonica
a conicei I's se descrie dupa formula

A
Y? =42\ /-5 X.

In concluzie, ecuatia redusa a conicei I's este o parabold, care are o ecuatie
de forma Y2 V2X sauY?2=—V2X. m

Problema 6.2.5 Sa se stabileasca natura gi genul conicelor:
a) 'y : 522 + 8zy + 5¢y% — 18z — 18y + 9 = 0;

b) Ty : 722 — 8xy +y? — 62 — 12y — 9 = 0;

c) I3 :4a? —day +y? — 22 — 14y +7=0.

Rezolvare. a) Din cauzd ca A = —81 # 0, avem de-a face cu o conica
nedegeneratd. Invariantul 6 = 9 fiind strict pozitiv, rezultd ca 'y este de
gen elipsa. Deoarece I - A = —810 < 0, rezultad ci I'y este o elipsa.

b) Deoarece A = —324 # 051 6 = —9 < 0, rezultd cd I'y este o hiperbola.
c) Avand A = —225 # 0 i 6 = 0, inseamna ca I'3 este o parabolid. m

Problema 6.2.6 Si se reduca la forma canonicd §i sd se precizeze natura
st genul urmatoarele conice, pundndu-se in evidentd roto-translatiile plane
efectuate:

a) 'y : 922 — 242y + 16y — 8z + 19y + 4 = 0;
b) I'y : 222 — 2V/3zy + 9 = 0;

¢) T3 : 222 + 62y + 10y2 — 121 = 0;

d) Ty : 822 + 6zy + 62 + 3y + 1 = 0;

e) I's : 222 + 92 + 4z — 6y + 12 = 0.

Rezolvare. a) Utilizand metoda vectorilor si valorilor proprii (a trans-
formarilor ortogonale), reducem la forma canonica forma patratica

q1(z,y) = 92° — 24wy + 1657,
asociatd conicei I'1. Rezolvand ecuatia seculara

‘ 99—\ —12

— )2 _ —
~12 16)\'_)\ 254=0,
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gasim valorile proprii simple \; = 0 si Ay = 25. Baze ortonormate in
subspatiile proprii corespunzatoare sunt

oi=fo- (42)}om-fo-(3-4))

Acestea produc schimbarea de coordonate (rotatia directd, de determinant
pozitiv, egal cu unu)

— 1 / /
B -4 3 ! 1

Inlocuind in expresia care definegte conica I'; coordonatele x gi y cu expresiile
din formulele de rotatie, in urma calculelor, gisim

4
Iy:2522 — 202 +5y +4=0<T:25 <x'23$'> + 5y +4=0.

Efectuand prin metoda formarii de pétrate translatia sistemului de axe x’ Oy’
in sistemul de axe 2”O'y”, unde 0'(2/5,0), translatie definita de relatiile

2
2= 2
5
y' =y,
deducem c# conica I'y este parabola y” = —a' /5.

b) Forma pitratici go(z,y) = 222 — 2¢/3wy are matricea

2 -3
Ay = .
-3 0
Valorile proprii ale acestei matrici sunt Ay = 3 gi A2 = —1. Bazele ortonor-
mate a subspatiilor proprii asociate sunt

o8 )

care conduc la rotatia directa

(5)-:(5 1))
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Inlocuind in expresia lui T's pe z si y din formulele
1 / /
T = 5(1: -3y )
1
y =53 +y),

in urma calculelor, obtinem hiperbola

2?2
Ty:—2?+3y2+9=06Ty: — == =1.
9 3
c) Utilizand metoda transformérilor ortogonale, forma péatratica

q3(z,y) = 222+ 62y + 10y? se reduce la forma canonica in baza ortonormats

p={o- (o vm) = (7o 7)<
=3¢ = ’ y€2 = | — ) )
' 10°v10) 10’ v/10

obtinuta prin reuniunea bazelor ortonormate de vectori proprii corespun-
zitori valorilor proprii Ay = 11 i Ay = 1. In concluzie, schimbarile de
coordonate ale rotatiei directe sunt

1

z=—=(='=3y)

V10

1
y= \/—1—0(395/ +y).
In urma calculelor, obtinem T's : 112/2 + /2 — 121 = 0. Cu alte cuvinte,
conica I'3 este elipsa

$/2 y/2

I's: =1
311 T 121

d) Deoarece valorile proprii ale matricii formei patratice asociate conicei
I'y sunt A1 = 9 si Ao = —1 iar bazele ortonormate sunt

R A e o)1

rezulta ca formulele de rotatie directa sunt

(0= (5 )00 )

T = (2’ +3y)

al- 8-
s} s}

y= (=32 +9').
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Acestea conduc la conica

21
1—149y/27x/2+ I

3
V10T V10

Formand péatrate perfecte in 2’ si ' si folosind translatia

2 4+1=0

i 3
2v/10
7
" =y +

deducem forma canonica a conicei
Ty:92 -2 =0aTy: 3y —2")3y" +2")=0.

Cu alte cuvinte, conica I'y este o conicd degeneratd, reprezentand re-
uniunea a doud drepte concurente: dy : y” = 32" si dy : ¥y’ = —32”. In
coordonatele initiale = gi y aceste drepte au ecuatiile: dy : x = —1/2 si
dy:4x+3y+1=0.

e) Deoarece forma pitratica ¢s(z,y) = 222 + y? a conicei I's este deja
in form& canonicd, rezultd cd forma canonicd a conicei I's se obtine doar

printr-o translatie, si anume
{ =x+1
Yy =y-3.

Ecuatiile translatiei se deduc in urma formarii de patrate
T5:2[(z+1)% =1+ (y+3)>—9+12=0.

In concluzie, conica I'5 este o multime vida sau, altfel spus, o elipsa imaginara
descrisa de ecuatia

Is:22” 442 +1=0.

Problema 6.2.7 Sa se arate cd locul geometric al centrelor conicelor care
trec prin punctele A(0,0), B(2,0), C(0,1) si D(1,2) este o hiperbola. Sa
se determine coordonatele centrului, ecuatitle axelor de simetrie si a asimp-
totelor acestei hiperbole.
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Rezolvare. Folosind formula care determina ecuatia unei drepte ce trece
prin dou& puncte, deducem cé ecuatiile carteziene ale dreptelor AB, CD,
AD si BC sunt

AB:y=0,CD:x—y+1=0, AD:y—2x=0, BC:zx+4+2y—2=0
iar ecuatia fascicolului de conice care circumscriu patrulaterul ABC'D este
Myv:iyle—y+ 1)+ Ay —22)(x+2y—2)=0, IeR<&

Dy: =222 + (1 =3Nzy+ A — Dy + (1 —2\)y+4 z =0, IeR.

Coordonatele centrelor conicelor din fascicolul I'y verificd sistemul de
ecuatii liniare obtinut prin derivari partiale

—Az + (1 - 3\)y = —4\
(1-3\)z+2(2A— 1)y =21 — 1.

Pentru a determina locul geometric cerut de problema nu este insa nece-
sard rezolvarea sistemului ci doar eliminarea parmetrului ), care conduce
la relatia de legatura intre coordonatele = si y ale centrelor. Prin urmare,
eliminand parametrul A din sistemul de mai sus, deducem c& x si y verifica
ecuatia conicei

[:dz? —8xy — 2y + 9y —4 = 0.

Invariantii ortogonali ai conicei I' sunt A =15#0gi § = —24 < 0. Cu alte
cuvinte, locul geometric descris de coordonatele centrelor conicelor care trec
prin punctele A, B, C' si D este o hiperboli.
Coordonatele centrului acestei hiperbole sunt (3/4,3/4) si se obtin re-
zolvand sistemul liniar
z—y=0
{ 8z 4+ 4y = 9.

Ecuatia ”"pantelor” axelor de simetrie ale hiperbolei I' este
a12m2 + (CL11 — CLQQ)TTL —a12 =0« 2m? —3m —2 = 0.

Radacinile acestei ecuatii sunt m; = 2 i mg = —1/2. Ecuatiile axelor de
simetrie sunt atunci

Si:fat+tmify=0&42+8y—-9=0,
S fot+mafy=0&8x -4y —3=0.

Ecuatia ”pantelor” asimptotelor hiperbolei I" este

a22m2+2a12m+a11:O(:>m2+4m—2:0.
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Radacinile acestei ecuatii sunt my o = -2+ V6. Ecuatiile asimptotelor sunt

Ay :fz+m1fy:0@(24*8\/6)$*4\/6y+9\/6*18:0,
Ay i fr +mafy, =0 (24 +8V6)x + 416y — 9v/6 — 18 = 0.

Problema 6.2.8 Si se determine diametri conjugati ai conicei
I': 322 — 6zy + 5y% — 4z — 6y + 10 = 0,
care fac intre ei un unghi de 45°.

Rezolvare. Sa presupunem ca cei doi diametri conjugati conicei I' au
pantele m si m’. Relatia de conjugare se reduce la 5mm’ —3(m+m’)+3 = 0,
iar faptul ca acegtia formeaza un unghi de 45° devine

1 (14 mm/)?

2 (1+m?)(1+m?)

Rezolvand sistemul simetric format de cele doua ecuatii rezultda m; = 1,
mj = 0 gi may = 3, my = 1/2. Deoarece coordonatele centrului conicei
I’ sunt C(19/6,5/2), obtinem diametri conjugati Dy : 3z — 3y — 2 = 0,
Dy:2y—5=0,D3:3x—y—T7=0s81Dy:6x—12y+11=0. m

Problema 6.2.9 a) Sa se afle fascicolul de conice circumscrise triunghiului
ABO, unde A(—1,1), B(—1,—1) gi 0(0,0).

b) Sa se determine conicele bitangente la cercul T : z? + 4% = 2 in
punctele P(—1,—1) si Q(1,—1).

Rezolvare. a) Ecuatiile laturilor triunghiului AOB sunt:
AB:x+1=0, AO:2+4+y=0, BO:z—y=0.

In concluzie, ecuatia fascicolului de conice circumscrise triunghiului ABO
este
Dy @+ D)@ +y) + Az —y)(z+1) + uz +y)(z —y) =0,

unde A, € R.

b) Deoarece putem privi punctele P si @) ca intersectia dreptei PQ :
y+ 1 =0 cu cercul I, rezultd c& ecuatia fascicolului de conice bitangente la
I'in P si Q este

Ty:2? 4+ =2+ Ay+1)2=0, AeR
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Problema 6.2.10 Sa se scrie ecualia generald a comicei care trece prin
punctele A(2,0), B(3,0), C(0,1), D(0,4) si £(12,1).

Rezolvare. Conica I' care trece prin punctele A, B, C, D si E este
descrisa de ecuatia

22 xy y? o oy 1
4 0 0 2 01
9 0 0 3 01
I 0O 0 1 0 1 1| 0-
0 0 16 0 4 1
144 12 1 12 1 1

In urma calculelor, obtinem
I :22% — 1dzy + 3y? — 10z — 15y 4+ 12 = 0.

Observatie. Problema se poate rezolva si scriind fascicolul de conice
care trec prin punctele A, B, C, D si punand conditia ca punctul E s&
aparting fascicolului. m

Problema 6.2.11 Aflati ecuatiile diametrilor conjugati directiei v = i — 3j
$i axei Ox, relativ la conica

T 2?4 22y + 9% — 22 + 4y — 16 = 0.

Rezolvare. Ecuatia diametrului conjugat directiei ¥ =i — 3j este f, —
3fy =0, unde f, = 2z +2y — 2 i f, = 22 + 2y + 4. In concluzie, ecuatia
diametrului conjugat directiei v este 2x + 2y + 7 = 0.

Deoarece axa Oz este directionatd de vectorul ¥ = i, rezultd ci ecuatia
diametrului conjugat axei Ox este t+y—1=0. ®

Problema 6.2.12 Sa se afle polul axei Oy i polara punctului A(1,—2) fata
de conica
I:a? -2y —32z—Ty+1=0.

Rezolvare. Fie P(a, ) polul axei Oy : x = 0. Ecuatia polarei de pol
P este

(x —a)fe(a, B) + (y — B)fy(aaﬁ) +2f(a, 5) = 0.

Deoarece f(z,y) = 2z —3 si fy(z,y) = —4y — 7, in urma calculelor, rezulta
ca ecuatia polarei de pol P este

a—3)z— 4+ Ty —3a—-T76+2=0.
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Conditia ca aceasta ecuatie sa coincida cu ecuatia axei Oy este proportion-
alitatea coeficientilor

20—3  AB+T7 3a+T78-2 48+T7=0 o =57/12
r 0 0 3a+78=2 B =—T7/4.

Polara punctului A(1, —2) fatd de conica I' are ecuatia —z 4y + 13 = 0.

Problema 6.2.13 Sa se determine ecuatiile tangentelor si normalelor la
conica
I : 4oy + 3y + 16z + 12y — 36 = 0,

in punctele ei de intersectie cu axele de coordonate.

Rezolvare. Punctele de intersectie ale conicei I' cu axa Ox se obtin cand
y = 0, adica rezolvind ecuatia 16x — 36 = 0. Rezulta ca exista un singur
punct de intersectie cu axa Oz, i anume P(9/4,0). Pentru a afla punctele
de intersectie ale conicei I' cu axa Oy, facem x = 0 si obtinem ecuatia
y? + 4y — 12 = 0, ale cirei solutii sunt y; = 2 si yo = —6. Cu alte cuvinte,
avem punctele de intersectie Q(0,2) si R(0,—6). Deoarece f;(z,y) = 4y+16
si fy(z,y) = 4o + 6y + 12, rezultd cd avem ecuatiile tangentelor

TpI': 162421y —36 =0, Iol' iz +y—2=0, TRl : x4+ 3y +18 = 0.
Ecuatiile dreptelor normale sunt:
NpI': 84x — 64y —189 = 0, Nol': 2 —y+2=0, NRI': 3z—y—6=0.
|
Problema 6.2.14 Sa se determine tangentele la conica

U222 —day+y? +4o— 2 —7=0,
paralele cu prima bisectoare.

Rezolvare. Deoarece ecuatia primei bisectoare este x = y, rezulta ca
ecuatia fascicolului de drepte paralele cu prima bisectoare este x —y = A,
A € R. Punand conditia ca o dreapta a acestui fascicol sa aiba un singur
punct comun cu conica I', rezulta ca sistemul de ecuatii

T—y=A
222 —dxy+y? +4r -2y —T7=0
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trebuie sa aiba o singura solutie. Scotdnd x din prima ecuatie si introducand
in a doua ecuatie, obtinem ecuatia de gradul al doilea

y? =2y — (2A2 44\ —7) =0,

al carei discriminant trebuie sd se anuleze. Se obtine Ay =1gi Aa = —-3. =

6.3 Probleme propuse

Problema 6.3.1 Fie punctele A(2,3), B(—2,-1), C(4,1). Sa se scrie
ecuatiile cercurilor inscris si circumscris triunghiului ABC. Sa se deter-
mine tangentele la cercul circumscris triunghiului ABC, care sunt paralele
cu latura BC.

R. Triunghiul AABC este dreptunghic in A si are aria S = 8. Prin
urmare, raza cercului inscris este r = 3v/2—+/10. Punand conditia ca centrul
cercului inscris [ si se afle la distanta r de fiecare latura, gasim coordonatele
1(2,—3+2+/5). Centrul cercului circumscris O se afli la mijlocul ipotenuzei
BC, adic# are coordonatele O(1,0). Raza cercului circumscris este R = 1/10.
Tangentele cautate au ecuatiille z — 3y +9=0si z — 3y — 11 =0.

Problema 6.3.2 Intr-un cerc de diametru fixt AB se da un punct mobil M
pe cerc. Tangentele in M gi in B la cerc se intersecteazd in punctul N.
Dreapta AN intersecteazi a doua oarda cercul in P. Se cere locul geometric
descris de punctul de intersectie al tangentei in P la cerc cu dreapta MN.

R. Dac# cercul dat are ecuatia 2? + y?> = R2, atunci locul geometric
ciutat este portiunea din elipsa 922 + 8y? = 9R?, unde z,y € [-R, R).

Problema 6.3.3 Fie elipsa E : 22+2y? = 4 si cercul C care are ca diametru
axa mare a elipsei. O semidreapta verticala variabila © = X\, A € (—2,2),
y > 0, intersecteaza elipsa E tn P gi cercul C in Q. Sa se determine locul
geometric al punctului de intersectie dintre OQ si F P, unde O este originea
axelor iar F este focarul de abscisa pozitiva al elipsei E.

R. Locul geometric cautat este semielipsa
1)? )
2 - +(V24+1)y? =3+2V2, y > 0.

Problema 6.3.4 Sa se determine pe hiperbola H : 4x* — 9y = 36 punctul
sttuat la cea mai mica distanta de dreapta d : 2x —y + 2 = 0.
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R. Se considera un punct arbitrar P(3cosht,2sinht) pe ramura din
dreapta a hiperbolei H. Minimul distantei de la punctul P la dreapta d
se gaseste minimizand functia f(t) = 2(e' +2e ' +1) /5. Se obtine
t = In+/2, adici avem coordonatele P (9/ (2v/2),1/ \/5) . Analog se trateaza
ramura din staga a hiperbolei si gisim punctul @ (—9/(2v2),-1/v2).
Punctul cautat (care dd minimul distantei ) este punctul Q.

Problema 6.3.5 Si se discute natura §i genul conicelor:

a) I'1 : 2zy — 2z — 2y + 3 = 0;

b) Iy : 42? — 4oy + y? — 22 — 4y + 10 = 0;

c) 'z : 5% + 62y + 5y% + 20 — 2y +2 = 0.

R. a) Hiperbola. b) Parabola. c¢) Elipsa.
Problema 6.3.6 S se discute natura si genul conicelor fascicolului
Ty:a? 4oy + 92 + 20z +4y + A =0, A eR,
§t sa se traseze graficul conicelor degenerate ale fascicolului.

R. Pentru A € R\{1, 4} conica nedegenerati Iy este o hiperbold. Pentru
A =1 conica degeneratd I' este reuniunea de drepte concurente

Tyt : {x+(2—\/§)y+l} - [w+(2+\/§)y+1} —0
iar pentru A = 4 conica degenerata ' este reuniunea de drepte concurente
Ty : [m+(2—\/§)y+4—2\/§] : [:c+(2+x/§)y+4+2\/§] ~0.
Problema 6.3.7 Fie familia de conice
Iy:322+ 2y —y? — 20 —4y+4 =0, A ER.

Sa se afle locul geometric al centrelor conicelor acestui fascicol gi sd se
reprezinte grafic acest loc geometric.

R. Locul geometric al centrelor este elipsa

1\? 1
F:3x2+y2x+2y:0<:>F:3<sc6> +(y+1)2:1—;
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Problema 6.3.8 Si se determine centrul, azele de simetrie gi asimptotele

conicei
I :4day + 3y + 16z + 12y — 36 = 0.

R. Conica I este o hiperbola cu centrul C(3, —4). Ecuatiile asimptotelor
sunt y+4 = 0 si 4z + 3y = 0. Ecuatiile axelor de simetrie sunt x+2y+5 =0
si —2x +y+10=0.

Problema 6.3.9 Si se scrie ecuatia parabolei care trece prin punctele
0(0,0), A(0,1) si care are ca axa dreapta d:x+y+1=0.

R. Se scrie fascicolul de conice care trece prin punctele O, A gi simetricele
acestora fatd de dreapta d. Punand conditia ca conica si aiba ca axa de
simetrie dreapta d, gasim parabola

D:a?+2zy+y*>+ 52—y =0.

Problema 6.3.10 Sa se determine axele de simetrie, asimptotele si di-
ametrul conjugat directiei dreptei de ecuatie x — y + 3 = 0, pentru conica

[:dzy —3y? +4z — 14y — 7= 0.

R. Axele de simetrie au ecuatiile 2z + y —3 =0gi x — 2y — 4 = 0.
Asimptotele au ecuatiile y +1 = 0 gi 4z — 3y — 11 = 0. Ecuatia diametrului
conjugat directiei dreptei date este 2z —y — 5 = 0.

Problema 6.3.11 Sa se determine unghiul dintre doi diametri conjugati ai
elipsei E : x? + 3y? = 6, stiind ca unul dintre ei formeazd un unghi de 60°
cu axa Ox.

R. cosf = /21/14.

Problema 6.3.12 Sa se determine ecuatia diametrului comun al conicelor
I'1 st 'y, unde

Ii:a?—ay—y?—axz—y=0,

Do:a?+2zy+y? —x+y=0.

R. Conica I'y este o hiperbold cu centrul in C(1/5,—3/5). Conica I'y
este o parabold si, deci, diametrul conjugat oricarei directii are ecuatia de
forma 2x 4+ 2y + A = 0. Punand conditia ca diametrul sa contina punctul
C, gasim A = 4/5. In concluzie, diametrul comun al celor doud conice are
ecuatia 5z + 5y + 2 = 0.
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Problema 6.3.13 Sa se reduca la forma canonica §i sa se precizeze natura
st genul urmatoarelor conice, pundndu-se in evidentd roto-translatiile plane
efectuate:

a) Iy : 322 — 22y + 3y? + 4o + 4y — 4 = 0;
b) Ty : 722 — 8xy + y? — 22 — 4y — 1 = 0;
c) I's : 922 — 62y + y? + 20z = 0;

d) Ty : 22y —2y+1=0;

[s: 322 —day + 22+ 2y — 1 = 0;

L : 22 —dzy +y*> + 62 — 12y + 8 = 0;

g) Iy 42 + 4oy +9? — 4o — 2y +1=0;

h)Tg:a? —2zy+y?+a—y+2=0;

i) Tg : 822 + 62y + 62 + 3y + 1 = 0.

R.T;:2X%2+Y2—4=0 - elipsd; O(—1,—1) — centrul; &; = %(1, —-1),
ey = %(1, 1) — directiile axelor OX si OY.

b) 'y : 9Y2— X244 = 0 - hiperbold; O(—1, —2) — centrul; g; = %(1, 2),
ey = %(2, 1) — directiile axelor OX si OY.

¢) T3 : 5Y24/10X = 0 - parabold; O(—9/20,33/20) - varful; 3x—y+3 =

1 1
0 — axa de simetrie; &g = —(1, 3), €3 = ——=(—3, 1) — directiile axelor OX
V10 v 10

si OY. .
d) Ty : X2 —Y?2+1 =0 - hiperbold; O(1,0) — centrul; e; = ﬁ(l’ 1),
1
€y = —(—1,1) — directiile axelor OX si OY.

e) I's : —X2 +4Y?2 +3/4 = 0 — hiperbol; O(1/2,5/4) — centrul; & =
1
€y = —(—2,1) — directiile axelor OX si OY.

1
—(1,2), €2 =
VARV
f)Tg: —X2+3Y2—1 = 0 - hiperbold; O(—3,0) — centrul; g, =
1

ey = ﬁ(—l, 1) — directiile axelor OX si OY.

1
ﬁ(lv 1)7
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g) I'7 : Y2 = 0 — drepte confundate; 2z +y — 1 = 0 — axa de sime-
trie (se identifica cu conica); O(2/5,1/5) — originea sistemului de axe roto-

%(1, —2), e = %(2, 1) — directiile axelor OX si OY.

h) I's : Y24+7/8 = 0 — multimea vida; O(—1/4,1/4) - originea sistemului
de axe roto-translatat; €; = %(1, 1), e = %(—1, 1) — directiile axelor OX
si OY.

i) Tg : 9Y2 — X2 = 0 — reuniune de drepte concurente; O(—1/2,1/3)
— centrul (coincide cu punctul de intersectie al dreptelor concurente); €; =

1 1
—=(3,1), €2 = —=(1, —3) — directiile axelor OX si OY.
V10 V10

Problema 6.3.14 Sa se determine ecuatia conicei care trece prin punctele
de intersectie ale conicelor

translatat; e; =

Iy:a?—aoy—2y2+x+y=0,
Ig:a?—xy—2y%> — 20 4+4y =0

gt prin punctule A(1,2).
R. —2% + a2y +2y% + 52— Ty = 0.

Problema 6.3.15 Sa se reprezinte grafic locul geometric al centrelor
conicelor din fascicolul circumscris patrulaterului determinat de punctele
A(0,-1), B(0,1), C(—2,0) gi D(2,0). Sa se arate ca polarele punctului
P(1,0), in raport cu conicele fascicolului, trec printr-un punct fix.

R. Locul geometric al centrelor conicelor este dreapta z+2y = 0. Punctul
fix cdutat este P(4,0).

Problema 6.3.16 FEuxistd conice nedegenerate circumscrise hexagonulug

ABCDEF, unde
1 V3 13
A(l,O), B (§a7> ’ C <§a7> )

D(-1,0), E(%?) F(%?) ?

In caz afirmativ, sa se scrie ecuatiile acestor conice.

R. Existd o singurs conici, si anume, cercul 22 4 y? = 1.
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Problema 6.3.17 Sa se gaseasca polara punctului P(1,1) in raport cu con-
ica
F:a?+2y—9y°+3z—5y—1=0

st polul drepter d : x —y — 1 =0 in raport cu aceeasi conica.

R. Polara de pol P(1,1) este 7z — 5y — 4 = 0 iar polul dreptei d este
punctul A(1/2,7/6).

Problema 6.3.18 Sa se determine locul geometric al polurilor dreptelor
dy: 2 -Dz+A+1y+1=0, NeR,

fata de conica
IlN'zy+z+y—-1=0.

R. Locul geometric al polurilor dreptelor dy este dreapta x + 4y —7 = 0.
Problema 6.3.19 Se considera familia de conice
Dy:az? 420 ay — 20z —4y =0, AeR.

Sa se arate ci daca A este variabil, polarele unui punct fix din plan M (xo, yo),
unde l‘% + 2yo — 2 # 0, in raport cu aceste conice, trec printr-un punct fiz.

R. Punctul fix cdutat are coordonatele

2x0(yo+1) xf — 2y + 20
w3 +2y0— 2 xd+2y—2 )

Problema 6.3.20 Sa se scrie ecuatiile tangentelor la conica
I:a? -2y —bx+4y+6=0,
in punctele ei de intersectie cu azele de coordonate.

R. Punctele de intersectie cu axele sunt P(0,3), Q(0,—1), R(3,0) si
5(2,0). Tangentele corespunzitoare sunt Tpl' : bz + 8y — 24 = 0, Tl :
5 —8y—8=0,Tpl':x+4y —3=0s1Tsl': 2 — 4y —2=0.

Problema 6.3.21 Sa se scrie ecuatiile tangentelor la conica
I:22% —day+9? —2x+6y—3=0,

care trec prin punctul P(3,4).
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R. Avem doua tangente: z —3 =0 i 7x — 2y — 13 = 0.
Problema 6.3.22 Sa se scrie ecuatiile tangentelor la conica
F:a?+ay+y’+2c+3y—3=0,
paralele cu dreapta d : 3x 4+ 3y — 5 = 0.
R. Tangentele cautate au ecuatiile x +y —1=05si 3z + 3y — 13 = 0.

Problema 6.3.23 Determinati valorile parametrului real m care fac ca
dreapta d : y = mx sa fie tangenta la conica

L:(z+y)°+2=V2y—2)
R. ma :*1/3 §i m2:—3.

Problema 6.3.24 Sa se determine conica ce trece prin punctele A(0,0),
B(1,2), C(2,1) si D(3,—1) si pentru care dreapta d : x — 2y = 0 este
tangentad in punctul A.

R. Scriem fascicolul de conice care trec prin punctele A, B, C' si D si
punem conditia ca dreapta d si fie tangenta in punctul A. G&sim conica
322 — day — 4y? — Tx + 14y = 0.

Problema 6.3.25 Sa se scrie ecuatia familiei de conice tangente azelor de
coordonate in punctele A(1,0) si B(0,2), pundnd in evidenta parabolele sale.
Sa se reprezinte grafic conica din familie cu centrul in punctul C(1,2).

R. Familia de conice ciutata este I'y : 2y + A2z +y — 2)2 =0, A € R.
Din conditia 6 = 0, gasim parabola corespunzatoare valorii A = —1/8, adica
parabola 422 — 4zy + y? — 8z — 4y +4 = 0. Conica cu centrul C este elipsa
4(x —1)% + (y — 2)? — 4, corespunzitoare valorii A = —1/4.

Problema 6.3.26 Sa se scrie ecuatia fascicolului de conice bitangente
hiperbolei H : 2> — 4y®> — 4 = 0 in punctele ei de intersectie cu dreapta
Ay =1. Sa se reprezinte grafic conicele degenerate ale fascicolului.

R. Fascicolul de conice ciutat este T'y : 22 —4y? —4 + Ay — 1) = 0,
A € R. Existd o singura conica degeneratd (A = 0 < A = 2), reprezentatd
de reuniunea de drepte concurente 22 — 2(y + 1)2 = 0.
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Problema 6.3.27 Sa se scrie fascicolul de conice circumscris triunghiu-
lui determinat de punctele A(3,2), B(—2,—1) si C(4,1). Sa se determine
conicele degenerate ale acestui fascicol.

Ind. Fascicolul de conice circumscris triunghiului AABC este
Cap:Br=5y+1)(z+y—5)+A3x -5y +1)(z -3y — 1)+
+u(z+y—5)(z—3y—1)=0,
unde A, u € R.
Problema 6.3.28 Se da parabola
[:a? 422y +9y> 4+ 32— 3y — 18 =0.

Sa se scrie ecuatia fascicolului de conice bitangente parabolei in punctele de
intersectie cu prima bisectoare a azxelor de coordonate. Sa se discute natura
conicelor acestui fascicol.

R. Fascicolul de conice ciutat este
Dy:az?+ 22y 492 +32—3y— 18+ ANz —y)? =0, A€eR.

Pentru A = —1/8, conica I'y este o reuniune de drepte concurente; Pentru
A € (—o0,—1/8) U (—1/8,0), conica I'y este o hiperbold; Pentru A = 0,
conica I') este o parabold; Pentru A € (0,00), conica I'y este o elipsa.

Problema 6.3.29 Sa se arate ca locul geometric al centrelor conicelor fas-
cicolului de conice bitangente unei conice date in doud puncte date este o
dreapta.
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Capitolul 7

Cuadrice

7.1 Elemente teoretice fundamentale
Sa consideram spatiul punctual euclidian al vectorilor liberi din spatiu
& = (E3,V3,0) si R = {0;1,7,k} un reper ortonormat in acest spatiu. Se

numeste suprafata requlata definita implicit in €3 o multime de puncte din
spatiu P(zx,y, z) ale caror coordonate verificd o relatie de forma

Z:f(x,y,z):O,

unde functia f este diferentiabila gi are proprietatea

Definitia 7.1.1 In particular, se numeste cuadricd sau suprafatd alge-
brica de grad doi, o suprafata ¥ : f(x,y,z) = 0 definita de o functie
polinomiala de gradul al doilea

f@,y,2) = ana® + any® + assz® + 2a122y + 201322 + 2003y +
+2a14% 4 2024y + 20347 + G44,

unde a;; € R s Zl§i§j§3 a?j # 0.

Forma pétratics ¢ : R? — R, q(z,y, 2) = a112? +ay? +assz? +2a122y +
2a13xz + 2a93yz, se numeste forma patratica asociatd cuadricei 2.

147
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Definitia 7.1.2 Se numesc tnvariantii ortogonali (nu se modifica la
roto-translatii spatiale) ai cuadricei 3 : f(x,y,z) = 0 numerele reale

ailr a2 @13 a4
a a a a
A— | @2 G2 a3 G2 5
a13 Q23 a33 G34
a14 G4 G34 Q44

a1l a2 ais
=| a12 a22 a3 |,
a13 a3 as3

ail  ai12
a12  a22

a1l a13
a13 ass

a2 a23
a23 a33

I=aj1+ap+azz, J=

Matricea care determind invariantul A se numeste matricea cuadricei 3.

Definitia 7.1.3 Locul geometric al punctelor din spatiu egal departate, la
distanta R > 0, de un punct fix C(xo,yo,20), numit centru, se numeste
sfera si este descris de ecuatia cuadricei

S(C,R) : (x — m0)* + (y — y0)* + (2 — 20)” = R
Evident, o cuadricd ¥ : f(x,y,z) = 0, unde
flx,y,2) =2® + > + 22 +ax + by + cz + d,

este o sferd daca si numai daci 4d < a2 + b% 4 ¢2. In aceste conditii, sfera X
este centratd in C(a/2,b/2,¢/2) si are raza R > 0, unde

2R = v/a2 + b2 + 2 — 4d.

Definitia 7.1.4 Locul geometric al punctelor din spatiu care au aceeast pu-
tere fata de doua sfere S1(Ch, R1) si So(Ca, Re) se numeste planul radical
al sferelor Sy si So.

Propozitia 7.1.1 Planul radical a doua sfere S1(C1,Ry) : fi(x,y,z) =0
gt S2(Co, R) : fa(x,y,z) = 0 este un plan perpendicular pe axa 0102 a
centrelor celor doud sfere gi are ecuatia

PR : fi(z,y,z) — fa(z,y,2) = 0.

Definitia 7.1.5 Locul geometric al punctelor din spatiu care au aceeast pu-
tere fata de trei sfere S1(C1, Ry), S2(Ca, Re) si S3(Cs, R3) se numeste axa
radicala a sferelor S1 So i Ss.
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Propozitia 7.1.2 Aza radicala a trei sfere S1(C1, R1) : fi(z,y,z) = 0,
S2(Co, Ra) = fa(z,y,2) = 0 g1 S3(C3, R3) : f3(z,y,2) = 0 este o dreapta
perpendiculard pe planul 010203 al centrelor sferelor si are ecuatia

. f1($,y,2)—f2(w,y,z):0
AR { fl(xvyv Z) - f3($aya Z) =0.

Teorema 7.1.3 Prin patru puncte distincte necoplanare A(zx1,y1,21),
B(x2,y2, 22), C(x3,Ys3,23) §i D(x4,Yy4, 24) trece o singura sfera, descrisa de
ecuatia

22y 422 oy oz 1
x%+y%+zf x1 31 oz 1
S : x§+y§+z§ Tro Y2 22 1|=0
x§+y§+z§ r3 Y3 z3 1
ityitan w4 oya oz 1
Definitia 7.1.6 Cuadrica E, de ecuatie
2 2 2
Lz Y o _
E.§+§+g—1—0,
unde a > 0, b > 0, ¢ > 0, se numeste elipsoid.
Definitia 7.1.7 Cuadrica Hq, de ecuatie
2 2 2
Lz Y o _

unde a > 0, b > 0, ¢ > 0, se numeste hiperboloid cu o pdnza.

Definitia 7.1.8 Cuadrica Hs, de ecuatie

unde a > 0, b > 0, ¢ > 0, se numeste hiperboloid cu doua pdnze.

Definitia 7.1.9 Cuadrica P., de ecuatie

2 2
LY
Pe.ﬁ+§—2pz,

unde a > 0, b > 0, p € R, se numeste paraboloid eliptic.
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Definitia 7.1.10 Cuadrica Py, de ecuatie

$2 2

. y _
f%/.aa'—'gg —»2p2,

unde a > 0, b > 0, p € R, se numeste paraboloid hiperbolic.
Definitia 7.1.11 Cuadrica C, de ecuatie

$2 y2 22

CigpteaT
unde a > 0, b > 0, ¢ > 0, se numeste con.
Definitia 7.1.12 Cuadrica Ci, de ecuatie de forma
Ci: f(z,y) =0, z € R,
unde f(x,y) este o functie de grad doi in x siy, se numeste cilindru.

Observatia 7.1.4 Alte cuadrice sunt: doud plane secante

2 2
¥y
4+ L =0,
a? + b2
un punct dublu
2 2 2
x Y z¢
— +’E§ +’E§ 0
sau mulfimea vida
22 g2 2

55 +'B§ +'E§ +1=0.

Propozitia 7.1.5 O cuadrica % : f(z,y,z) = 0 are un centru de sime-
trie C(zg, Yo, 20) daca si numai daci § # 0. Coordonatele zg, yo §i 2o ale
centrului de simetrie C' (dacd acesta exista) sunt solutiile sistemului liniar

Jo(z,y,2) =0 a11® + a2y + a13z +ayg =0
fy(@,y,2) =0 << apr+axny+asz+anu=0
f(z,y,2) =0 a137 + az3y + azzz + azq = 0,

unde fy(x,y,2) = 0f/0z, fy(x,y,2) =0f/0y si f.(x,y,2) = 0f/0z.
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Teorema 7.1.6 (reducerea la forma canonica a cuadricelor) Fie
cuadrica ¥ : f(z,y,z) = 0, fie A\, \2,A\3 € R radacinile ecuaties
caracteristice (valorile proprii ale matricii formei patratice asociate
cuadricei)

ain — A a2 a13
a2 agg — A a3 =0<=)>)\3—I)\2+J)\—5:0
a3 as3  asz — A

gt fie A1, Aa, A3, Ay radacinile ecuatied

a1 — A arp ais aiq
a2 ax—A  ags as4 _0
a3 a3 axz— A az -
a4 a4 azs  agq — A

In acest context, avem:

e daci & # 0, atunci existd un sistem de coordonate OXY Z, obtinut
printr-o roto-translatie a sistemului de coordonate Oxyz, in raport cu
care ecuatia cuadricei Y. are forma canonica

A
YoM X2 Y222+ 5= 0.

e daci 6 =0,J #0 si A #0, atunci forma canonicd a cuadricei 3 este

[—A
MXZ+ Y242 7Z =0.

e daca 0 =0, J #0 si A =0, atunci forma canonicd a cuadricei Y este

K
)\1X2 +)\2Y2 + 7 =0.

unde K = AqAsAg + A1 AsAy + A1 AsAy + AsAsAy.

e daci 6 =0,J =0, A =0 gi K #0, atunci forma canonica a cuadricei
> este
-K

2 —
X2£2 /Y =0.



152 CAPITOLUL 7. CUADRICE

e daca 0 =0,J =0, A =0 g K =0, atunci forma canonicd a cuadricei

Y este

L
2
X _l’__ 07

unde L = AiAg + A1As + A1Ag + AsAg + AsAy + AsAy.

Corolarul 7.1.7 (clasificarea cuadricelor) Fie ¥ : f(z,y,2) = 0 o
cuadrici. In acest context, avem wrmitoarea clasificare a cuadricelor:

e daca cuadrica ¥ este nedegeneratd (A # 0) atunci:

— pentru § # 0 cuadrica ¥ este multimea vidd ori elipsoid
(sferad) ori hiperboloid cu o pdnzd sau doud;

— pentru 6 = 0 cuadrica 3 este un paraboloid eliptic sau hiper-
bolic.

e daca cuadrica ¥ este degenerata (A = 0) atunci:

— pentru § # 0 cuadrica X este un punct dublu sau un con;

— pentru § =0, J #0 st K # 0 cuadrica X este muliitmea vida
sau un ctlindru;

— pentru § =0, J #0 gt K =0 cuadrica X este o dreapta dubla
sau doud plane secante;

—pentru § = 0, J =0 gi K # 0 cuadrica % este un cilindru
parabolic;

—pentru d =0, J =0 gi K =0 cuadrica ¥ este multimea vidd
ort doud plane paralele sau confundate.

Reducerea cuadricelor la forma canonica
"Metoda roto-translatiei" pentru cazul
A2+ 62+ J?2#£0sau K =0

1. Determindm valorile proprii A1, A2 si Az ale matricii formei patratice
asociate cuadricei

a1l a2 a3
A= a2 a2 a3 |,
a1z a3 ass
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rezolvand ecuatia caracteristica (ecuatia seculard)

ail— A a2 a13
a9 agy — )\ a3 = 0.
a3 a3  aszz— A

. Calculam subspatiile proprii Vy,, V), si V), si determinam nigte vec-

tori proprii ortonormati €1 = (§1,§2,€3), €2 = (n1,Mm2,73) §i €3 =
(t41, pioy p13). Efectuénd eventual o renumerotare a vectorilor proprii
ortonormati, scriem matricea de rotatie spatiala

1. M
R= §o M2 Mo )
§3 M3 M3
astfel incat det R = 1.
. Efectudm rotatia in spatiu

T §&1. M !

y | =1 & m2 we Yy

z §3 M3 M3 2

si ajungem la o ecuatie de forma
Sz Aoy + A32? + 2d) 40" + 2dbyy + 20547 + aly = 0,
unde a;j; € R.
Restrangem patratele (daca este cazul) si obtinem
dia\ 2 aoy\ 2 aby\ 2
Yo (2 + ) (Y +2) F(f+ 2 44, =0,
A1 A2 A3

unde 2 2 )
' VY R LV

"
Ggq = Qgq — 7~ — 3
AL A A8

5. Efectuam translatia in spatiu

!/

a

X = o/ 14
+—>\1

!/

a

Y_/ 24
/

a

7 — 34
z+—)\3,
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si gasim forma canonica
Y MXZ 4 Y24 M\322 +alf, = 0.
6. In ultimul sistem de coordonate OXY Z recunoastem cuadrica X.

Definitia 7.1.13 Fie ¥ : f(x,y,2) = 0 o cuadricd §i0 = li +mj +nk o
directie in spatiu. Locul geometric descris de mijloacele coardelor cuadricei
3., paralele cu directia v, se numeste plan diametral conjugat directieiv.

Propozitia 7.1.8 Planul diametrul conjugat directiei T = li + mj + nk,
relativ la cuadrica ¥ : f(x,y,z) =0, este o portiune din planul de ecuatie

PD3:lfy +mfy+nf.=0.

Definitia 7.1.14 Fie ¥ : f(z,y,2) =0 o cuadrica si P(xo, Yo, 20) un punct
arbitrar din spatiu. Planul PpX de ecuatie

Pt (z — o) f2(w0, Yo, 20) + (¥ — Yo) fy (20, Yo, 20) + (2 — 20) (20, Yo, 20)+
+2f (%0, 90, 20) = 0
se numeste planul polar de pol P al cuadricetr 3.

Planul polar al unui pol P(zg,yo,20) care apartine cuadricei >
f(x,y,2z) = 0 este exact planul tangent in P la cuadrica ¥. Ecuatia acestui
plan tangent este

TpX : (x —x0) f2(w0, Yo, 20) + (¥ — y0) fy (%0, Yo, 20) + (2 — 20) f= (20, Yo, 20) = 0
iar ecuatia drepter normale in P la cuadrica X este

T — X0 _ Y—Yo _ 2 =20

Np>: = = .
fx(z0,%0,20)  fy(zo,y0,20)  fo(T0, Y0, 20)

Definitia 7.1.15 O cuadrica ¥ : f(z,y,z) = 0 cu proprietatea ca prin
orice punct al ei trece o dreapta inclusd in suprafata cuadricei se numeste
cuadrica riglata. Daca prin fiecare punct al cuadricei trec doud drepte dis-
tincte incluse in suprafata cuadricei spunem cd cuadrica este dublu riglata.

Teorema 7.1.9 Hiperboloidul cu o pdnza descris de ecuatia
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este o cuadrica dublu riglata cu dreptele generatoare

L) (il
z_Z _Z Z = + 2
d a c )\<1 b) ) a c K b
A :
r z 1 Y ® r z 1 Y
ryz_2 Y a2~ (1.2
a+c )\<1+b>’ a+c p( b)’
Tz xr oz
a e 2o
deo y doo y
1-2=9 1+2=0
b= =Y
L2 ~ TiZ 0
P yc d . a yc
1-Z_9 1+2-9¢
b Ty
unde \, p € R*.

Teorema 7.1.10 Paraboloidul hiperbolic descris de ecuatia

2 y2

x
h:ﬁ*§*2p2«':0

este o cuadrica dublu riglata cu generatoarele

x
g—%:2Mz E+%:mwz

R TR U TS
a b X a b W

r_Y¥y_ r, oYy _
doo a b 0 d—oo a+b 0

z=0, z=0,

unde \, p € R*.

7.2 Probleme rezolvate

155

Problema 7.2.1 Sa se determine ecuatia suprafetei generate de elipsa mo-

bila
2,2

Y
=
Eyi:{ 25 16

T = p,
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unde A\, € R, care se deplaseazd paralel cu ea insdsi si se deformeaza
spriginindu-se pe hiperbola fixd

Rezolvare. Faptul ca elipsa E), se sprijina pe hiperbola H se reduce
la compatibilitatea sistemului de ecuatii (elipsa E),, si hiperbola H au dous

puncte comune)

2
vz
— 4+ — = )\

25 16
x

2

y>
=1
25+9

= U

\
Este evident ca sistemul este compatibil daca si numai daca A si p satisfac
relatia 2 = 9(\ + 1). Folosind acum ecuatiile elipsei E),, prin inlocuirea
parametrilor A si u, gisim ecuatia suprafetei cdutate:

Aceasta este ecuatia unui hiperboloid cu doud panze. m

Problema 7.2.2 Sa se determine locul geometric al punctelor din spatiu
al caror raport al distantelor la punctele A(2,—2,3) gi B(—2,2,—3) este
constant.

Rezolvare. Fie P(z,y,z) un punct mobil in spatiu care verifici propri-
etatea din enunt. Inseamna ca avem

(z -2+ (y+2)*+ (2 —3)

@122ty 22+ (32 0

Rezulta ca locul geometric cautat este determinat de cuadrica

S (1= Na2+ (1= A2+ (1 - N)z2—
—4(1+ Nz + 41+ ANy — 6(1+ Az +17(1 — A) = 0.

Avem urmaétoarele situatii:
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a) dacd A = 1, atunci cuadrica ¥ se reduce la planul ce trece prin origine
P:2z—-2y+4+32=0.

b) daca A € (0,1) U (1, 00), atunci cuadrica 3 este sfera

T+ A\2 T+ A\2 T+ A\2 68\
: 72 2— —_ —
5 <x 1—A> +<y+ 1—A> +<Z 31—A> (1—=N)2

cu centrul in C(2u, —2u, 3p) si de raza R > 0, unde

1+ NGO
p=i—s, R=g—5
) -\

Problema 7.2.3 Sa se determine coordonatele centrului de simetrie (in
cazul in care acesta exista) §i sa se specifice tipul cuadricelor:

a) X1 : b — 8y? + 522 — 6x2 + 8 = 0;

b) Yo :x? —y? + 2% — 22y — 2wz — 2yz — Hr — 1 = 0;
c) L3:22% + 5y + 22 —day + 222+ 22— 1=0;

d) By : 322 +y? + day — 622 — 2yz — 2y + 62 — 3 = 0.

Rezolvare. a) Cuadrica ¥; este nedegeneratd si are centru de simetrie
deoarece A = 85 # 0, unde

5 0 =30

5 0 =3
A= 0 =8 00 =-1024, §=| 0 -8 0 |=-—128.
-3 0 5 0 3 0 5
0O 0 0 8
Valorile proprii ale matricii care determina pe ¢ # 0 sunt radacinile ecuatiei
seculare. Acestea sunt A1 =2, Ao = 8 ¢i A3 = —8. in concluzie, cuadrica ¥,
este un hiperboloid cu doua panze de ecuatie canonica
X2 v? 7
Yii—4+———+4+1=0.
1 + 1 1 + 0

Coordonatele centrului de simetrie al cuadricei ¥; sunt C1(0,0,0) si se
deduc prin rezolvarea sistemului liniar

5z —32=0
y=20
—3x +5z=0.
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b) Deoarece A # 0 i § # 0, cuadrica ¥ este nedegeneratd si are centru
de simetrie. Invariantii ortogonali A si 6 au valorile

L a0 1ot
A=l 1 1 o =32 0=]-1 -1 -1 |=-4
-1 -1 1

-5/2 0 0 -1
Coordonatele centrului de simetrie sunt solutia sistemului liniar

20 -2y — 2z =25
r+y+z=0
—r—y+2=0,

adicd Cq(5/4,—5/4,0). Valorile proprii ale matricii care determina invari-
antul § # 0 sunt radacinile ecuatiei seculare, si anume A\; = 2, Ay = 1 si

A3 = —2. In concluzie, cuadrica ¥; este un hiperboloid cu o panzi de ecuatie
X2 y? 72
22:§+§_§_1:0'
16 8 16

¢) Invariantii ortogonali A si § ai cuadricei X3 sunt

%5 00 2 2
A= =7, 6=|-2 5 0|=1
1 0 1 1 Do 1

0 0 1 -1

Cuadrica este nedegenerata si are centrul C3(5, 2, —6) dat de solutia sistemu-

lui
20 -2y +2=0

—2z+5y=0
T+ z=-—1.

Valorile proprii ale matricii care determiné pe ¢ sunt solutiile ecuatiei secu-
lare A3 — 8\2 + 12\ — 1 = 0. Deoarece

rezultd ca ecuatia are trei radacini reale A\; € (—00,0), Ay € (0,2) si \3 €
(2,00). In concluzie, cuadrica X3 este hiperboloidul cu o panza

X2 y? 72
E3T+7+7*1:0

Ao A
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d) Cuadrica ¥4 este degenerata i fara centru de simetrie deoarece in-
variantii ortogonali ai cuadricei ¥4 sunt

3 2 =3 0

3 2 -3
A= 33 j1 _01 _31 =0, §=| 2 1 —-1]|=0, J=-11#0.
-3 -1 0

0o -1 3 =3

Valorile proprii ale matricii care determina pe § sunt Aj2 = 2 + /15 si
A3 = 0. In urma calculelor, obtinem invariantii K = 0 si L = —33, deoarece

3—A 2 -3 0

2 1-A -1 -1 | 4 . )
S A 3 | =AMt At
0 ~1 3 -3-A

Forma canonica a cuadricei >4 este
Ny : (2 n \/15) X2 4 (2 — \/15) Y2 =0.
Cu alte cuvinte, Y4 este reuniunea a doud plane secante. m

Problema 7.2.4 Sa se determine coordonatele centrului de simetrie al
cuadrices

Y202 52 + 2% —day 4+ 2024+ 2y +22—1=0
§t s se efectueze o translatie in acest centru.

Rezolvare. Centrul de simetrie al cuadricei 3 se determina cu ajutorul
sistemului liniar

20 -2y +2=0
—2x + 5y = —1
r+z=-1

si are coordonatele C'(3,1, —4). Facéand translatia sistemului de axe Ozyz in
sistemul de axe Cz'y/2’, determinati de transformérile x = 2/ +3, y = ¢/ +1
si z = 2/ — 4, cuadrica ¥ capata expresia

Y22 4+ 5y 4+ 22 —daly + 222 —4=0.
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Problema 7.2.5 S se reducd la forma canonicd si sd se specifice natura
st tipul cuadricelor, precizandu-se roto-translatiile spatiale facute:

a) X1 : 3622 +y? + 422 + 722 + 6y — 402 + 109 = 0;

b) X9 : 22 + 3y? 4 4yz — 62 + S8y + 8 = 0;

c) ¥3: 2y + 4oy — 8xz — 4yz + 62 — 5 = 0;

d) X422+ 9%+ 522 — 6wy + 222 — 2yz — 4x + 8y — 122 + 14 = 0;
e) 5202 +12+ 22 -2y + 202 +20+y—2—1=0;

)
f) Y6 : 422 + 9y? — 122y + 20 + 10y + 1 = 0.

Rezolvare. a) Deoarece forma pitratici q1(z,y, 2) = 3622 + y? + 422
a cuadricei X1 este deja in formd canonicd, rezultd cad este suficientd doar o
translatie a sistemului de axe Ozyz pentru a obtine forma canonica. For-
mand patrate in expresia lui X1, obtinem

Y1 :36[(z+1)2 = 1]+ (y+3)% =9 +4[(z — 5)* — 25] + 109 = 0.

Efectuand translatia X = z+1, Y = y+3si Z = z — 5 in centrul
C(—1,-3,5), gasim ca X este elipsoidul de ecuatie

Y2 Zz2
Y X2 — 2 =1
1 +36+9

b) Folosind metoda valorilor si vectorilor proprii, reducem la forma
canonicd forma patratica ga(z,y, 2) = 2%+ 3y? + 4yz a cuadricei Xo. Valorile
proprii ale matricii acestei forme patratice sunt solutiile ecuatiei seculare

0 3—-X 2 |[=1-MM=-3x-4)=0,

adica A\; = 1, Ay = 4 5i A3 = —1. Bazele ortonormate ale subspatiilor proprii
asociate sunt

Bi={e1=(1,0,0)}, By=— {62: <0%%>}

w3}
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Acestea produc rotatia spatiala directd sau pozitiva (de determinant egal cu

unu
) x ] V5 0 0 !
y | =— 0o 1 2 Y
z V5 0 -2 1 z

Efectuand schimbarea de coordonate (rotatia spatiald directa)

rz=2a

Y= —=(f +22)
NG
1

z2=—(=2¢ +7),
\/5( Y )

in urma calculelor, expresia cuadricei Yo se reduce la

8 16
Yoz —y? 4427 — 62"+ —y +—=2+8=0<

V5T V5

Yo (z' —3) - <y/%>2+4<z’+%>2120.

Efectuand acum translatia X =2/ —3,Y =3 —4/V5 5 Z = 2/ 4+ 2/V/5,
deducem c& cuadrica Yo este hiperboloidul cu o panza
Z2
2 XP-YP4r g —1=0.
4
c) Matricea formei pétratice g3(z, y, 2) = 2y%+4xy—8xz—4yz a cuadricei
Y3 este

0o 2 -4
Az = 2 2 =2
-4 -2 0

Valorile proprii ale acestei matrici sunt rddacinile ecuatiei seculare, si anume
A1 = 0, A2 = —4 gi \3 = 6. Baza ortonormata in care se obtine forma
canonica a formei patratice g3 este

By = {el _ %(—1,2, 1)}, By = {52 - %(1,0,1)},

Bs = {53 = %(1,1, 1)} .

w
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In concluzie, vom efectua rotatia spatiald directa

T -1 —v2 V3 x
1 /
z V2 V3 2!

(~+/ ~ VB + V32

p
xr =

(22' — v2y/)

= Y=

-
S-S L.

1
z= —6(sc’+\/§y’+\/?_>z’).

S

\

In urma rotatiei, expresia cuadricei 3 se reduce la

Sy 6y — 422 — V62 — 23y +3V27 -5 =0 &

2 2
2
23:6<y/——\é§> —4<z/——3\8/_> —\/éx/—3—85=0-

Efectuand acum translatia

Y

Y77
g 32
\ 8 '’

deducem c& cuadrica X3 este paraboloidul hiperbolic

Y2 Zz?
EgT*T:\/aX

6 4
d) Forma pétraticd asociatd cuadricei ¥4 este
u(z,y, 2) = 22 + y* + 52% — 6y + 222 — 22
Aplicand metoda transformérilor ortogonale reducere la forma canonica a
formelor patratice, obtinem ca baza ortonormata in care gasim forma canon-
ica este

1 1 1
B:{a:—(m,()), € =—(-1,1,1), &3= —= (1,-1,2) p C R
V3 V6

&
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Aceasta este formatd din vectori proprii ortonormati, corespunzitori valo-
rilor proprii Ay = —2, Ay = 6 si A3 = 3. Efectuand rotatia spatiala directa

1 \/g _\/i 1 w/
v =5 V3 V2 -1 v | e
z 6 0 V2 2 z

(o= S (VBa = VB + )

X

xr=

Sl

HA 4V~ 2)

s y=

S

1
2= —=(Vay' +22),

S

\
obtinem cuadrica

4 36
Yy =227 432 +62°+ —2' — =/ +14=0¢<

V2o VB

1 2 3 2
g2 <$/—ﬁ> +3y/2+6<z’—%> +6=0.

Efectuand translatia

1
X=a—-—
V2
Y =19
3
Z=z-—
V6
gasim hiperboloidul cu doua panze
X2 y?
24:—?+7+Z2+1:0.

e) Matricea formei patratice ¢5(z,y,2) = 222 + y? + 22 — 2zy + 222 a
cuadricei X5 are valorile proprii A\; = 0, A2 = 1 si A3 = 3. Baza ortonormata
de vectori proprii in care se obtine forma canonicé este

! L

B:{a:ﬁ(m,n, o NG

Prin urmare, facand rotatia spatiald directa

1
0,1,1), &3 = —= (2, —1,1)  C R3.
0.1.1), @ = = (2. -11))

T 1 V2o o0 2 z!
y |=—%| v2 V3 -1 v | e
) VB 5 3 o1 2
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1
T = —6(\/§x’ +22)

1
g Y= —6(\/51’, +V3y - 2)

1
2z =— (=22 +3y + 7)),
\ ﬁ( )

expresia cuadricei Y5 se reduce la

4 2
Y5092 +3° 4+ —r'+ =/ -1=0s

V3 Ve

1 \? 4 193
» :@+3<z+——) +—[2——=—=] =0
5 3v6) V3 72

In final, efectuand translatia

X =o - X2
YT
Y =49
1
Z=2+—=

3v6’

rezulta ca cuadrica Y5 este paraboloidul eliptic

Z? 4
S50 Y2+ 5 = ——X.
i L3
3

f) Reducand prin metoda valorilor gi vectorilor proprii (a transforméarilor
ortogonale) la forma canonica forma patratica

QG(-T,y7 Z) - 4(E2 + 9y2 — 12xy,

obtinem valorile proprii A\; = 0, de multiplicitate algebrica m; = 2, gi Ao =
13, de multiplicitate algebrica mo = 1. Baza ortonormata de vectori proprii
in care se obtine forma canonici este

1 1
B = {El = \/—1—3(3a2a0)7 ey = (07071)7 €3 = ﬁ(z?’ao)} CRs'
.T/
y/
z/

Efectuand rotatia spatiala directa

T 1 3 0 2
y |=—7=12 0 =3
z

V13 0 V13 0

-



7.2. PROBLEME REZOLVATE 165
T = L(3:3’ + 22")
VI3

1
< = (22" — 32')

y =
V13
)
= y 9
in urma calculelor, expresia cuadricei ¥g se reduce la

Y : 16922 +2v132" — 2137 +1 =0 <
2
1
Eﬁi(:/Q) +2\/ﬁ<x’+ 0 ):0

169 13113

Efectuand acum translatia

6
X=a+
1313
Y =49
Z =2 V13

169

deducem ca cuadrica g este cilindrul parabolic
Y6 : 16922 4+ 2v/13X = 0.
[ ]
Problema 7.2.6 Sa se afie ecuatia diametrului cuadricei
¥ dx? 4 6y° + 422 + dxz — 8y — 4z +3 =0,

care trece prin punctul A(0,0,2). Sa se determine apoi ecualia planului
diametral conjugat acestui diametru.

Rezolvare. Coordonatele centrului de simetrie al cuadricei sunt xzg =
—1/3, yo = 2/3 i 29 = 2/3, ca solutie a sistemului

20+ 2=0
Jy—2=0
2z+x=1.

In concluzie, ecuatia diametrului cautat este ecuatia dreptei ce trece prin
A si centrul cuadricei, adica

T Y z—2
d:—=-—-—= .
1 -2 4
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Ecuatia planului diametral conjugat directiei dreptei d, adicd directiei
U =1— 2]+ 4k, este datd de 2z — 2y + 32 =0. m

Problema 7.2.7 Sa se determine polul planului 7 : x+3z+2 = 0 in raport
cu cuadrica
¥ 222 4 3y — 622+ 8yz — 8x =0

§i sa se scrie ecuatia planului polar corespunzator punctului A(1,2,3), in
raport cu aceeasi cuadricd.

Rezolvare. Fie P(«, 3,7) polul planului 7. Ecuatia planului polar de
pol P este

PpX: (da— 67 —8)z + (68 + 8y)y + (—6a+83)z — 8a = 0.
Acest plan coincide cu planul 7 dacé

da—6y—8 68+8y —6a+83 —8a
1 0 3 2

Rezultd o = 64/37, f = —48/37 si v = 36/37. Deoarece avem

fo(x,y,2) =4 — 62 =8, fy(z,y,2) =6y +82, f.(x,y,2)=—6x+ 8y,
gisim ecuatia planului polar de pol A:
PaX: —1lx+18y+52—4=0.
|

Problema 7.2.8 Sa se scrie ecuatiile planelor tangente si ale dreptelor nor-
male la cuadrica
Yiay4+22—2=0

in punctele ei de intersectie cu axa Oz i in punctul A(—1,—1,1).

Rezolvare. Derivatele partiale ale functiei care definegte cuadrica X
sunt

fff(xayv Z) =Y, fy(%f% Z) =1, fz(%ya Z) =2z,

§i, prin urmare, avem

(grad f)(x,y,2) = (y,,22).
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Punctele de intersectie ale cuadricei ¥ cu axa Oz sunt P(0,0,v/2) si
Q(0,0, —/2), obtinute pentru = y = 0. Avem atunci urmitorii gradi-
enti:

(grad f)(P) =(0,0,2v2), (grad f)(Q) = (0,0,-2v2),
In concluzie, ecuatiile planelor tangente si a normalelor cerute sunt:
TpY:2—V2=0, TpX:2+vV2=0, TaX:z+y—22+4=0.

z=0

=0 z+1 y+1 z-1
y=0, B B '

NoX: NgXi:
Q {yzO, AT T 2

NPE:{
[

Problema 7.2.9 Sa se determine ecuatia planului tangent 7 la paraboloidul

eliptic
2

T
9
care este perpendicular pe vectorul T =1 — k.

2

> + y° =2z,

Rezolvare. Toate planele din spatiu perpendiculare pe vectorul v sunt
determinate de fascicolul de plane paralele

mix—24+A=0, AeR.

Alegem dintre aceste plane pe acela care are un singur punct comun cu
paraboloidul eliptic ¥, adica pe acela care are proprietatea ca sistemul de

ecuatii
2

T 2

hadl -9
9+y z
r—z+A=0,

are solutie unica. Scotdnd x = z — A din a doua ecuatie si introducdnd in
prima ecuatie, obtinem

2
2 (z =)
=2z —.
Y 9
Unicitatea solutiei ecuatiei in y implicd ecuatia (z — \)? = 18z. Punand
conditia ca discriminantul sa se anuleze, gdsim A = —9/2. In concluzie,
ecuatia planului cautat este
9
tx—z——-=0.
" 2
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Problema 7.2.10 Sa se determine sfera S in fiecare din urmdtoarele
cazuri, cunoscind ca:

a) este tangentd la planul 7 : x — z =0 gi are centrul C(2,0,—3).

b) este tangentd la planul @ : x +y+1 =0 in punctul E(—1,0,0) i, de
asemenea, este tangenta la planul @™ : x +y+ 2z = 0.

c) trece prin punctele necoplanare 0(0,0,0), A(0,0,1), B(0,1,0) si
D(1,0,0).

Rezolvare. a) Raza sferei este R = d(C,7) = 5/v/2. In concluzie,
ecuatia sferei este

S:(m—2)2+y2+(z+3)2:2—25.

b) Fie C(a, 3,7) centrul sferei cautate si R > 0 raza acesteia. Ecuatia
sferei este

S:(@—a)?+(y—B)>*+(z—7)* =R~

Deoarece sfera S trece prin punctul E si este tangentd la planul 7, obtinem
ecuatiile:
(14 a)?+ B2 ++2 = R?
{ o+ 5 +9] = RV3.

Ecuatia planului tangent in punctul E al sferei S este
TepS:(a+1)z+By+vz+a+1=0,

si coincide cu ecuatia planului 7/. Din proportionalitatea coeficientilor celor
doudl ecuatii, gidsim f = o + 1 si v = 0. Inlocuind in ecuatiile anterioare,
obtinem ays = (=4 £ v6)/2, B, = (—2+V6)/2 si Rip = V3F V2. In

concluzie, avem doua sfere cu proprietatea din enunt;:

2 2
4 6 2 6
5172:(x+ :F\[) —|—<y+ :F\/_> + 22 =5 T 2V6.

2 2

c) Folosind ecuatia sub forma de determinant a sferei ce trece prin patru
puncte, rezulta

?4+y?+22 oy 2 1
0 0001
S 1 001 1|=2*4+92+22-2—y—2=0¢
1 01 01
1 1 001
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&5 . 2+ -1 2+ 1 2—§
"2 L) 7o) T

Problema 7.2.11 Se di sfera ¥ : 2? +y? + 22 + 22 — 6y + 42 — 11 = 0. Sd
se determine coordonatele centrului si raza cercului I' situat la intersectia
dintre sfera X2 gt planul m: 20 —y + 22 +21 = 0.

Rezolvare. Restrangand patratele in ecuatia sferei, obtinem centrul
sferei C(—1,3,—2) si raza R = 5. Distanta de la centrul C' la planul 7 este
datd de formula

|- 2-3-4+21
V22 (D)2 + (-2p

Raza r a cercului I se afld folosind teorema lui Pitagora: » = v/ R? — d? = 3.

Pentru a determina coordonatele centrului O al cercului I', observam c&
punctul O se afla la intersectia dintre planul 7 si dreapta care trece prin
centrul sferei C' gi este perpendiculara pe w. Cu alte cuvinte, coordonatele
lui O sunt solutia sistemului

=4 <5.

20 —y+22+21=0
x+1 y—3 z+2
2 -1 2
Gésimcd v =—11/3, y=13/3si 2= —14/3. m

Problema 7.2.12 Sa se determine coordonatele punctului H de intersectie
dintre planul triunghivlui ABC' si axul radical al sferelor care au ca diametre
laturile triunghiului, stiind cd vdrfurile triunghiului ABC au coordonatele
A(1,3,-4), B(3,1,2) i C(—1/3,—-1/3,1/6).

Rezolvare. Ecuatia planului triunghiului ABC' este descrisa de

T Y z 1
1 3 -4 1

e 3 1 9 1 =0&7m:bxr—Ty—4z=0.
-1/3 —-1/3 1/6 1

Coordonatele centrelor sferelor, care au ca diametre laturile triunghiului
ABC, sunt mijloacele laturilor triunghiului, si anume

14 23 4 1 13
01(272771)7 02 <§a§aﬁ>a 03 <§a§aﬁ>v
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iar razele acestor sfere sunt

AB AC 1 /1089 BC 1
o= =VIL R = =gy g Be= 5 =gy 5

In urma calculelor, ecuatiile sferelor devin:

Sap:ax?4+9y?+22 —dx —4y+22-2=0;

2 8 23
SAC:$2+y2+22—§$—§y+gz—2—0
2 1
Spo :x? + 1y + 22 — ix—gy—gz—l—()

Prin urmare, ecuatiile care definesc axa radicald a celor trei sfere devin

20z +8y + 112 =0
20 — 2y + 6z =1.

Coordonatele punctului H de intersectie dintre planul triunghiului ABC
si axul radical al sferelor care au ca diametre laturile triunghiului sunt date
de solutia sistemului

20z + 8y + 112 =0
2 -2y +62=1
o — Ty — 4z = 0.

In concluzie, acestea vor fi x = —1/28, y = —3/28s5i 2 = 1/7 m

Problema 7.2.13 Se da paraboloidul hiperbolic

IE2 22
Yi———=u.
9 1Y

Sa se calculeze unghiul dintre generatoarele rectilinii ale cuadricei Y, care
trec prin punctul A(3,1,0).

Rezolvare. Prin punctul A(3,1,0) trec doud generatoare ale
paraboloidului hiperbolic Y. Este vorba despre generatoarele

=0 y+=-=0
dkfll P
5_

z z

2 2
duzli

—1= 1

0, =0.

wli%wli%
wls wls

—Yy-
z
2
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Vectorii directori ai acestor generatoare sunt:

1- - 1= 1- - 1= 1+
T ——k e 1y L 1= 1o
Ur=1 <3z J > <3z+2 > 5" 3]+3 )

1- - 1- - 1= 1-
Vy=1 = — -k si— k| =zi+ 55+ Sk
Up=1 <32 J+= ) <32 2) 22+3J+3

in concluzie, unghiul ¢ dintre generatoarele dy—1 si d,—1 este dat de

formula _ _
<Up=1,Up=1> 9

[ox=all - [[Tu=all 17

cos =
]

Problema 7.2.14 Sa se determine locul geometric al punctelor de pe hiper-

boloidul cu o pdnza
2 2

T z
Y —yP b= —1=0
1 YTt ’

prin care trec generatoare rectilinii perpendiculare.

Rezolvare. Deoarece generatoarele de la infinit (cele care se inter-
secteazd) nu sunt perpendiculare, vom studia problema doar pentru gen-
eratoarele

+ —1(1+5>
LD 2

unde A, p € R*, ale caror vectori directori sunt
_ 1- = A+ 1
Uy = <523+§k>x<§z+jﬁk>
= (- 2)ie (2 +7 MNFiE,
- \ax 2 X j

o= (a5 < (3R -
- (mrs)i(mr)ier

Fie M(«, 3,7) un punct de pe hiperboloidul cu o panza ¥. Cu alte cu-
vinte, avem

o -4+ =4
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Prin punctul M trec doud generatoare corespunzatoare valorilor

oa—20 a—203
A= . ou= , +92.
o P, v #

Conditia de perpendicularitate a generatoarelor dy si d, se reduce la

U, D) = 0 5X2u? —3(\? + %) —16A\p+5=0 <

S+ V15 (u2 +1) \/§
A= +4/=.
& 52— 3 y B F 5

Inlocuind X si g, in urma calculelor, obtinem cuadricele
Sy 0502 4+ 2087 + 597 — 2008 F4V15- By F4V15 - a — 12y — 44 =0.

In concluzie, locul geometric cerut este format din toate punctele
M (o, B,7) care verificd ecuatiile cuadricelor ¥ si X}, respectiv ¥ si Xi.
Cu alte cuvinte, punctele M apartin multimii (X N X)) U (XN XY), din care
se scot punctele impuse de conditiile de existenta de mai sus. m

7.3 Probleme propuse

Problema 7.3.1 Fie sfera S : 22 +y?> + 22 — 2z +4y + 1 = 0. Sa se scrie
ecuatia planului tangent la sfera in punctul A(3,—2,0) si sa se determine
raza cercului obtinut prin intersectia sferei cu planul 7 : x — 2y + 2v/52 = 0.

R.T4S:2—3=0;r=+3.
Problema 7.3.2 Sa se determine sfera S in fiecare din urmdatoarele cazuri:

a) trece prin punctele necoplanare 0(0,0,0), A(a,0,0), B(0,b,0) si
C(0,0,¢), unde a >0, b >0 gi ¢ > 0;

b) are centrul pe dreapta d : x = 2y — 2 = 2z + 4, trece prin punctul
A(1,1,0) gi este tangenta dreptei d' : 2z — 2 =2y — 2 = z;

c) are centrul situat in planul 7 : x + 2y —z —1 =0 gi trece prin cercul

24y’ + 22 —dr—4y—22+5=0
I:
r+y—z—4=0.
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R.a) S : 2?2 +y?+22—ax—by—cz = 0;b) S : (z—2)2+(y—2)2+(2+1)? =
3; ¢) Sfera cautata apartine familiei de sfere

Sy:ia? 492+ 22 —dr—dy—224+5+ Nz +y—2—-4)=0, AeR.

Punand conditia ca centrul acestei sfere sd apartina planului 7, gasim A = 2.
Deci, sfera cautata are ecuatia

S:a?4yP+2—2—2y—42-3=0%
Si(x—12+(@y—-172+(z-2)2*=09.

Problema 7.3.3 Se considerd sferele Sy : 22 +y?> + 22 -3 = 0 5i S :
2?2+ y?+ 2220 +2y—42-3=0.

a) sa se scrie ecuatia planului radical al celor doua sfere;

b) sa se scrie ecuatia fascicolului determinat de cele doud sfere gi sa se
determine sfera din fascicol, care este tangentd la planul 7z —y +
4z+4=0.

R. a) PR : x—y+2z = 0; b) Ecuatia fascicolului de sfere este S1+ASs =
0, A € R. Punénd conditia ca distanta de la centru la planul 7 sa fie egala
cu raza, gasim A\ = 1 i A\ = —19/17.

Problema 7.3.4 Sa se determine valoarea parametrului real A, astfel incat
planul m:x +y+ 2z — X =0 sd fie tangent la sfera

S:a?ty? 422422 —4y+2=0,
gi sa se afle coordonatele punctului de contact dintre acestea.
R. A\ =-2, Pi(—2,1,-1); \a =4, P»(0,3,1).

Problema 7.3.5 Se da un tetraedru tridreptunghic SABC. Din véarful S se
coboard perpendiculara pe planul ABC' si se prelungeste pand se intersecteazi
cu sfera circumscrisa tetraedrului. Sa se arate ca 3SP = SI, unde P este
piciorul perpendicularei pe planul triunghivlui ABC iar I este punctul de
intersectie cu sfera.

R. Daca 5(0,0,0), A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,¢), unde a > 0, b > 0 si

¢ > 0, atunci
3

1 1 1
Z2TrTa

SI =3SP =
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Problema 7.3.6 Sa se determine punctele de pe elipsoidul
Y322 422 + 22 -9 =0,
in care normalele la suprafata sunt paralele cu dreapta

r+2 y+1 2z-1
3 -2 =2

d:
R. Pi(~1,1,2) si Py(1, -1, -2).

Problema 7.3.7 Si se gaseasca planul polar al originii in raport cu
cuadrica
Yot 42y — 22 —day4+6y—2=0

st sa se determine polul planului 7 : x +y + 2z — 5 =0 in raport cu aceasta.
R. Po¥ : 3y — 2 = 0; Polul planului 7 este punctul P(13,9,5).
Problema 7.3.8 Si se determine ecuatia planului diametral al cuadricer
Yoa? 422 — 22 —day + 6y — 4z —2 =0,
care este paralel cu planul 7 :2x —y — z = 0.
R.4x —2y—22—-13=0.
Problema 7.3.9 Sa se determine centrul de simetrie al cuadricei
a2 +5y% + 22 + 20y 4 622 + 2yz — 20 + 6y + 22 = 0,
precum §i un reper in raport cu care cuadrica admite forma canonica.

R. Centrul cuadricei este C(—1/3,—2/3,2/3). Reperul cdutat OXY Z
are originea in centrul O = C' gi are directiile axelor OX, OY i OZ deter-
minate de versorii

1

1 1
€1 = —=(~1,0,1), & = —(1,-1,1), &3 = —(1,2,1).
€1 \/5( ) €2 \/g( ) €3 \/6( )

Problema 7.3.10 Sa se reduca la forma canonica (precizandu-se roto-
translatiile spatiale efectuate) gi sa se recunoascd cuadricele:

a) ¥1 : 5z? — 8y + 522 — 6wz + 8 = 0;
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b) Yo :x? —y? + 2% — 22y — 2wz — 2yz — Hr — 1 = 0;
c) Vg a2+ 9%+ 2% — 22y — 122 + 4y + 62 — 3 = 0;
d) g 2? —4y? — 422 + 10yz + 22 + 2y + 22 + 3 = 0;
e) X5 : w2 +2y? + 22 — 2zy — 2yz + 62 — 6y + 8 = 0;
£) X6 : 2?2 +y? + 22+ 20y — 120 + 4y + 62 — 3 = 0;
g) B7: 2y% + 4oy — 8xz —dyz + 62 — 5 = 0;

h) ¥g : 42% + 9y? — 122y + 22 + 10y + 1 = 0;

i) X9 : 22 +2y% + 22 — 22y — 2yz + 62 — 6y + 9 = 0;

j) Y10 22+ 4wy —1=0.

Y2
R.a) ¥ : —X2+T+Z2+1 = 0 - hiperboloid cu doua panze; C(0, 0, 0)
1 1
- centrul cuadricei; €1 = (0,1,0), e = —(1,0,1), e3 = —(1,0,—1) -
1 ( ) 2 \/i( ) 3 \/i( )
directiile axelor CX, CY gi CZ.
b) ¥y : X? +2Y2 — 272 — 33/8 = 0 - hiperboloid cu o panzsi;

1 1
C(5/4,—5/4,0) - centrul cuadricei; ¢, = —=(1,—1,1), e&a = —=(1,0,—1),

) V3 V2
€3 = %(1, 2,1) - directiile axelor CX, CY si CZ.
c) ¥3:Y2 4272 %X = 0 - paraboloid eliptic; O(—3/2,—11/2,—3)
1
- originea sistemului de axe OXY Z; e; = ﬁ(l’ 1,0), e = (0,0,1), e3 =
1
ﬁ(l’ —1,0) - directiile axelor OX, OY si OZ.
d) ¥y @ 4X? — 18Y2 + 272 +1 = 0 - hiperboloid cu doud péanze;
1
C(-1/2,—1,-1) - centrul cuadricei; € = (1,0,0), €2 = E(O, 1,-1),
1
€3 = E(O, 1,1) - directiile axelor CX, CY si CZ.

e) X5 : X2432%2—1 = 0 - cilindru eliptic; O(—2, 1, 1) - originea sistemului
1 1 1
de axe OXY Z; e = —(1,0,—-1), e = —(1,1,1), 83 = —(1,-2,1) -
1 \/5( ) 2 \/g( ) 3 \/6( )
directiile axelor OX, OY si OZ.
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16
f) X6 : X2 +222 — —Y = 0 - paraboloid eliptic; O(0,2, —3) - originea

v2 1
sistemului de axe OXY Z; e = (0,0,1), €3 = —1,0),e3 = —=(1,1,0)

1

—(1,

% V2
- directiile axelor OX, OY gi OZ.

g) By : —4Y? 4+ 622 — V/6X = 0 - paraboloid hiperbolic;

O(55/48,—-98/48,—19/48) - originea sistemului de axe OXYZ; & =
1 1 1
—(-1,2,1), & = —(1,0,1), es = —(1,1,—1) - directiile axelor OX,
OY si OZ.

h) ¥g : 1322 + 213X = 0 - cilindru parabolic; O(2/13,-3/13,0) -

1
originea sistemului de axe OXY Z; &1 = —(3,2,0), &2 = (0,0,1), e3 =
1g 1 \/ﬁ( ) 2 ( ) 3
—=(2,-3,0) - directiile axelor OX, OY g OZ.
\/ﬁ( ) § $

i) X9 : X2 4322 = 0 - dreapts dubld; O(—2,1,1) - originea sistemului
1 1 1
de axe OXYZ; & = —(1,0,—1), & = —(1,1,1), &3 = —(1,-2,1) -
1 \/5( ) 2 \/g( ) 3 \/6( )
directiile axelor OX, OY si OZ.
j) 10 : X2 —2Y2?2 4+ 222 — 1 = 0 - hiperboloid cu o panzs; C(0,0,0)

1 _ 1
5(1,—1,0), ey = E(1,1,0) -

- centrul cuadricei; & = (0,0,1), &y =

directiile axelor CX, CY gi C'Z.
Problema 7.3.11 Sa se discute natura $i tipul cuadricelor
Sh:al 4y + 222\ (zy 424 y2) =0, AeR.

R. Daci A € (—o0, —1/2) U (1, 00), atunci cuadrica este un con circular;
Daca A € (—1/2,1), atunci cuadrica este un punct dublu; Dacd A = —1/2,
atunci cuadrica este un dreapta dubla; Daca A = 1, atunci cuadrica este un
plan confundat.

Problema 7.3.12 Sa se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale hiper-
boloidului cu o panza
2

Dia’ 4y’ — T —1=0,

care trec prin punctul A(1,4,8) si sa se calculeze unghiul dintre acestea.

R. Generatoarele ciutate sunt

i - 204+2y—2—-2=0 Cd 10z +6y —52+6=0
V'Y 2z—2y+z—-2=0 ¥\ 62— 10y+32+10=0.
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Unghiul dintre aceste generatoare cosf = 83/85.

Problema 7.3.13 Sa se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale

parabolotdului hiperbolic

$2

Z:Z—y2:4z,

care sunt paralele cu planul 7 : 3x + 2y — 4z = 0.

R. Generatoarele ciutate sunt

o x—-2y—42=0 . [ r+2yY—22=0
h {x+2y—4:0 §1d2'{ac—2y—8:0.

Problema 7.3.14 Sa se determine generatoarelor rectilinii ale hiper-
boloidului cu o pdnza

Yt —
care sunt continute in planul 7 : 6x + 3y — 2z +6 = 0.

R. Exista o singurd generatoare, si anume

) 6z -3y +22+6=0
|l 6x+3y—224+6=0.

Problema 7.3.15 Sa se arate ca locul geometric al punctelor din spatiu
egal departate de dreptele

-1 y+1 z+1

T
di: l=y—1=2-1, ds:
112+ Y z , a3 1 5 1

este o cuadrica riglatd st sa se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii de la
infinit ale acestei cuadrice.

R. Locul geometric cautat este cuadrica
¥ a? — 2y + 22 + 8xy + 22z + 8yz — 24x 4+ 12y + 242 — 2 =0,
care redusa la forma canonici este paraboloidul hiperbolic

Y:Y?2 - 722 = 4/2X,
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unde O(—2/3,1/3, —2/3) este originea sistemului de axe OXY Z iar

1 1
e = —(1,0, *1), €y = —(1, 1, 1), e3 =

1
N 73 Nk

reprezinta directiile axelor OX, OY si OZ. Generatoarele la infinit ale
paraboloidului hiperbolic ¥ sunt

doo:{ (V2—=Dz+(V24+2)y+ (V2-1)z2+v2-2=0

r—2z2=0

—2,1)

’ d_ :{(\/5“)“(\/52)y+(x/§+1)z+\/§+2:o

rz—2z=0.



Capitolul 8

Generari de suprafete

8.1 Elemente teoretice fundamentale

Sa consideram spatiul punctual euclidian al vectorilor liberi din spatiu
& = (F3,V3,¢) si R ={0,1,7,k} un reper ortonormat in acest spatiu.

Definitia 8.1.1 Se numeste suprafata cilindrica > C &s, de curba

directoare ( ) =)
f x,Y,z =0 Z1

I'=¥1nNnXy:
! 2 { g(xvya Z) =0 (22)

gt dreapta generatoare

Aix+Biy+Ciz+ Dy =0 (7T1)

d:mﬂmi{ Asx + Boy + Caz+ Dy =0 (m2),

o suprafatd X C E3 obtinutd prin deplasarea, paralel cu dreapta d, a unei
drepte care se sprijind pe curba directoare T'.

Teorema 8.1.1 FEcuatia suprafetei cilindrice 3 de curbd directoare T' st
dreapta generatoare d are expresia

Y ®(my,me) =0,

unde m §t w2 sunt ecuatitle planelor ce determina generatoarea d iar
(N, ) = 0 este conditia de compatibilitate a sistemului in x,y, z, descris
de ecuatitle

f=0
g=20
=X XER

o=, ueR

179
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Definitia 8.1.2 Se numeste suprafatd conica X C &3, de curba direc-
toare I' = X1 N X9 g1 varf V(xzo, yo, 20), suprafata oblinuta prin deplasarea
unet drepte care trece prin punctul fir V' gi se sprijina pe curba directoare I

Teorema 8.1.2 FEcuatia suprafetei conice 3 de curba directoare I' gi varf
V este data de
I <ﬂ, @> — 0,
T T3

undemy :x—x9 =0,m2 : y—yo =0 gi 3 : 2— 29 = 0 sunt planele ortogonale
care formeaza un triedru tridreptunghic in varful V, ¥ = S\{P(z,y, z) |
g -3 = 0} dar (A, p) = 0 este conditia de compatibilitate a sistemului in
x,y, z, descris de ecuatiile

f=0

g=>0

m —Amy =0, AER

mo —pumy =0, peR.

Definitia 8.1.3 Se numeste suprafatd conoida . C &3, de plan direc-
torm: Axr+ By+ Cz+ D =0, dreapta generatoare d = w1 Nmo §i curba
directoare I' = 31 N9, suprafata obtinuta prin deplasarea unei drepte mo-
bile, paralela cu planul 7, care intersecteaza dreapta d gi se sprijind pe curba
directoare T'.

Teorema 8.1.3 FEcuatia suprafetei conoide % de plan director w, genera-
toare d, si curba directoare I' este exprimatd prin

i (m L) =0
77'('2 )

unde T, §i wo sunt ecuatiile planelor ce intervin in constructia suprafetei
conoide, ¥' = Y\{P(x,y,z) | ma = 0} iar ®(\,u) = 0 este conditia de
compatibilitate a sistemului in x,y, z, descris de ecuatiile

f=0
g=20
=X MER

m —pre =0, pelR.

Definitia 8.1.4 Se numeste suprafaia de rotatie > C &3, de curba di-
rectoare I' = 31 N Yo g1 axa de rotatie

r—x — zZ — Z
d: 0_Y—Y% _ 0

l m n

9

suprafata obtinutd prin rotirea curbei I' in jurul azei d.
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Teorema 8.1.4 Suprafata de rotatie X de curba directoare I' si axd d este
descrisa de ecuatia

E:<I>(l:c+my+nz,i\/(sc—xo)2+(y—y0)2+(zfzo)2> =0,

unde ®(\,u) = 0 este conditia de compatibilitate a sistemului in x,y, z,
descris de ecuatiile

f=0

g=0

lx+my+nz=X\ XeR

(z—20)®+ (y—yo)? + (2 —20)> = p?, peR.
8.2 Probleme rezolvate

Problema 8.2.1 S se scrie ecuatia suprafetei cilindrice X3, care are ge-
neratoarele paralele cu dreapta d si are curba directoare ', in urmatoarele
cazuri:

a)T:a2?24+2y2—2=0,2—-1=0sid:2+y=0,2=0.

b) T : 22 42+ 22 —1=0,22—-3y+2z =0 gi dreapta d are vectorul director
v =21+ 7+ 2k.

¢) ' : & = cost, y =sint, z = 0, t € [0,27] i dreapta d are parametri
directori (—1,3,—2).

Rezolvare. a) Fie sistemul de ecuatii

2?2 42y2 —2=0

z—1=0
r4+y=A AER
z=p, peR,

ale carui solutii (obtinute doar din ultimele trei ecuatii) sunt z =1,y = A—1
si z = p. Conditia de compatibilitate algebricd (de sprijin, din punct de
vedere geometric) este 14 2(\ — 1)2 — p = 0. In concluzie, tinand cont c&
A=z +ysi p =z, obtinem ecuatia suprafetei cilindrice

Yi2x+y—1)2—z+1=0.
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b) S& consideram dreapta d care trece prin origine si este directionata de U:

T Yy oz r—2y=20
d:-==>=-%&d:
21 2% {Qy—z:O.

Solutia sistemului de ecuatii

2+t +22-1=0
2 -3y+2=0

r—2y=2X XeR
20—z=p, peR

este v = 2u—MN)/3, y = (u—2N)/3 st z = —(u+ 4X)/3. Conditia de
compatibilitate (de sprijin) se reduce la

(2= N2+ (p =202 + (u+40)? =9 & 2u> + TA? = 3.

Deoarece A = x — 2y si u = 2y — z, deducem ci ecuatia suprafetei cilindrice
cautate este
Y122y — 2)2 4+ T(z — 2y)* = 3.

c¢) Ecuatia carteziana a curbei I' (ca intersectie de suprafete) este

2,2 1_
F:{x+y 1=0
z=0

iar o dreapta cu parametri directori (—1,3, —2) este

d: 3 =359 —2z+2=0.

x Y z 3z+y=0
-1 3 =2

Rezolvand sistemul de ecuatii

24+ —-1=0
z=0

3r+y=2A AeR
—2r+z=pu, peR,

gisim x = —p/2, y = (2A +3p)/2 si z = 0, cu conditia de compatibilitate
p? + (2X 4+ 3p)? = 4. Tinand cont de faptul cd A = 3z +y si p = —2x + 2,
obtinem ecuatia suprafetei cilindrice

(2 —22)2 + (2y +32)* = 4.
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Problema 8.2.2 5a se determine ecuatiile carteziene care descriu proiectia
curbei T : 22 +yz =0, 22 — 2z — 1 = 0 pe planul 20y.

Rezolvare. Deoarece planul xOy are ca directie normald axa Oz, sa
consideram cilindrul avind curba directoare I' gi generatoarele paralele cu
axa Oz : x =0, y = 0. Sistemul de ecuatii

22 +yz =0

20 —2—-1=0
r=2X XeR
y=up, peR

are solutia © = A\, y = p si 2z = 2\ — 1, cu conditia de compatibilitate
A2 4+ 12X\ — 1) = 0. Obtinem ecuatia cilindrului

Y2420y —y=0.

Intersectia cilindrului X cu planul 2Oy conduce la determinarea proiectiei
cautate: )
2oy —y =

Problema 8.2.3 S se demostreze ca proiectia curbet lui Viviani

Pty =R
"\ 22+y2=Rz, R>0,

pe planul xOz este o parabola.

Rezolvare. Se scrie ecuatia cilindrului care are curba directoare I' gi
generatoarele paralele cu axa Oy, apoi se face intersectia acestuia cu planul
z0z.

Ecuatiile generatoarelor cilindrului sunt x = A, z = pu. Obtinem y =
+v/R?2 — A2 — ;2 i conditia de sprijin y2 + R\ — R?2 = 0. In concluzie,
proiectia curbei lui Viviani pe planul Oz este parabola

22+Rr—R*=0, R>0

r_ .
T —perZF.{ y=0.
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Problema 8.2.4 Si se scrie ecuatia suprafetei conice X cu vdrful in
V(1,1,1) gi avdand curba directoare

2,2 4
P:{x+y 4=0
z=0.

Rezolvare. Varful V se afla la intersectia planelor t —1=0,y—1=0
si z —1 = 0. Rezolvand sistemul de ecuatii

2 +y?—4=0
z=0
r—1-XNy—1)=0, AeR
y—1l—p(z—1)=0, peR,
gasimx = 1—Ap, y = 1—p si z = 0. Conditia de compatibilitate a sistemului
este (1 — Au)? + (1 — p)? = 4, adici avem suprafata conici
Yi(z—x)? 4+ (2 —y)r =4z - 1)%
unde ¥ = X\{P(z,y,2) | (y —1)(z—1)=0}. m
Problema 8.2.5 Sa se scrie ecuatia suprafetei conice cu varful V, situat
la intersectia planelor x +32—10=0,y—2=0, st x — 2+ 2 =0 $i care
are drept curba directoare curba
I‘:{ 22 +22 -2 =0
y=0.
Rezolvare. Si consideram sistemul de ecuatii
22 +22-2x=0
y=0
r+32—10—Ay—2)=0, AeR
y—2—plr—2+2)=0, pekR,
ale carui solutii sunt
2 — Ap— 3
r=-———
21
Conditia de compatibilitate (de sprijin) este
(2 — A — 3)? n (6p—Ap+1)2%  2u—Ap—3
4p? 4p? B woo
Aceasta conduce, in urma calculelor, la suprafata conica
Sy —22)° + By —22)* = (y — 2)(2y — 4a),
unde ¥/ = X\{P(z,y,2) | (y —2)(x —2+2)=0}. m

6p — Ap+1
z2=—".

=0
y Y ) 2/,L
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Problema 8.2.6 Sa se determine locul geometric ¥ descris de tangentele
duse din origine la sfera

S:(x—5)2+ (y+1)*+ 22 = 16.

Rezolvare. Multimea tuturor dreptelor din spatiu, care trec prin origi-
nea sistemului de axe, este descrisd de fascicolul

de. - z—Ay=0, AeR
MUY y—pz=0, peR.

Conditia de tangentd la sfera a dreptelor d), este determinata de conditia
ca sistemul

(=54 (y+1)>+22=16

z—Ay=0

y—pz=0
sa aiba solutie unica. Deoarece x = A\uz si y = puz, deducem ca ecuatia de
gradul doi

Az —5)2 + (uz+ 1) + 22 =16

trebuie sd aiba discriminantul egal cu zero. Rezultd conditia de sprijin
152242 — 9% — 10Au? — 10 = 0, din care obtinem ecuatia suprafetei conice

Y 11522 — 9% — 10xy — 1022 = 0,
unde ¥’ = X\{P(z,y,2) |y-2=0}. m

Problema 8.2.7 S se scrie ecuatia suprafetei generate de drepte care se
sprijing pe axa Oz gi curba

I Yy —22+2=0
| 22 -224+1=0,

gt raman paralele cu planul xOy.

Rezolvare. Deoarece planul xOy este descris de ecuatia z = 0 iar axa
Oz are ecuatia
=0
Oz: { v
y =0,
rezultd cd generatoarele suprafetei ciutate sunt

de. - z=X MeR
M z—py=0, peR.
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Conditia de sprijin pe curba I" este
A2 =20 =22 +1=0, A>1/2, u#0,

si, deci, obtinem conoidul de plan director xOy, de ecuatie

Yi2zx% — 2292 — 2202 442 =0, x £0, y #0, 2z >

N | =

Problema 8.2.8 Si se scrie ecuatia suprafetei generate de drepte care se
sprijind pe ava Oz si curba T' : x =t, y =t2, z =13, t € R s raman
paralele cu planul Oy.

Rezolvare. Generatoarele suprafetei sunt

L[ E=X AeR
M\ z—py=0, peR

iar ecuatia carteziana a curbei I' este
r.{v=2
oz =25

Conditia de compatibilitate se reduce la A = A2u3, u # 0, si conduce la
ecuatia conoidului cu plan director

Yoy —22%) =0, 40, y £0.
|

Problema 8.2.9 Sd se determine ecuatia suprafetei care se ob{ine prin
rotirea curbei
2?24+ 2y2 +22-5=0
I':
rz+2z+3=0,

in jurul dreptei d : x =y = z.
Rezolvare. Conditia de compatibilitate a sistemului de ecuatii

2?2 -2y +22-5=0
z4+2z4+3=0
r+y+z=2A IeR

2?2 +y?+22=p2 peR,
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este 3(A+3)2+5 = p2. Tinand cont ci A\ = z+y+2 51 pu = /22 + y2 + 22,
gdsim ecuatia suprafetei de rotatie

Y3z +y+z+3)i+5=a+9%+ 22
[

Problema 8.2.10 Sa se scrie ecuatia conului de rotatie in jurul axei Oz,
a carui generatoare face unghiuri de 45° cu azele de coordonate.

Rezolvare. Descriem conul de rotatie ca fiind obtinut prin rotirea curbei
directoare (dreptei)

Jy—2=0
F'{ r—2z=0,
in jurul axei de rotatie
E_Y_Z
Oz.o 01

Conditia de compatibilitate a sistemului

y—z=0
r—2z2=0
z=XA X€ER

2+ P+ 22 =2 peER,
este 3A2 = 12, Deducem ci ecuatia conului ciutat este ¥ : 22 + 3% = 222, =

Problema 8.2.11 Sa se determine ecuatia torulut obtinut prin rotirea cer-

cului
F-{ (r—R?>+9y2+22=r2, R>r>0,
"l y=0,

in jurul axei Oz.
Rezolvare. Conditia de compatibilitate a sistemului

(- R)?2+y*+ 22 =12
y=20

z=XA XER

2?2+ P+ 22 =2, peER,

este (£1v/p2 — A2 — R)?2 4+ A% = r2. Rezultd ecuatia cartezians a torului
Yo 4P+ 2+ RP -2 =2R/22 + 2 &
&Y (2?42 + 22+ R2—r?)? = 4R*(2? + o).
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Problema 8.2.12 Sa se determine ecuatia suprafetei obtinute prin rotirea
astroidei
p{3ﬁ+3ﬁ=1
|l 2=0,

in jurul axei Oy.

Rezolvare. Ecuatiile cercurilor generatoare sunt

oo [y=) AER
M a2+ 22 =2 peR

Deducem c& conditia de sprijin pe astroida T' este +/p2 — A% + VA2 = 1.
Obtinem ecuatia suprafetei cautate ca fiind

3
Y. 3/$2+22+W:1@2:x2+22=(1* 392> :

8.3 Probleme propuse

Problema 8.3.1 Sa se scrie ecuatia suprafetei cilindrice cu generatoarele

paralele cu directia datd de vectorul v = i — 2§ — k, avdnd drept curba
directoare curba
T { y2 —22=1

z=1.
R.2:(22+y—22-(z+2-12=1
Problema 8.3.2 Si se determine ecuatia cilindrului ale carui generatoare

sunt paralele cu dreapta

x—l_g_erl

di—==7="3

si tangente la cuadrica ¥ : x? 4+ 4y? + 422 — 2z + 8y +1 = 0.
R.Y: (z—4y—22+1)2-3(z—2y—1)2—12(y+2+1)24+24y+242+28 = 0.
Problema 8.3.3 Si se determine proiectia ortogonali a curbei

I 222 492 —22=0
|l x+2—-4=0

pe planul m:x —y+22—1=0.
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R. Proiectia cautata este curba plana

22z — 2+ 42+ (2 +3y+2—-4)?%?—-6(—22+2+8) =0
prol:
r—y+2z—1=0.

Problema 8.3.4 Punctele paraboloidului hiperbolic % : z = xy sunt proiec-
tate pe planul xOy dupa directia data de dreapta d : x = y = z. Sd se
gaseasca ecualiile acestei proiectii §i sa se reprezinte grafic.

R. Proiectia paraboloidului hiperbolic ¥ pe planul xOy este reuniunea
curbelor plane

z=0,

unde k € R, adica avem pr,o,> = Ugerl'x.

Fki{ (x—2+k)(y—2+k) =k

Problema 8.3.5 Si se determine ecuatia suprafetei comice cu varful in
originea sistemulut de axre, avind curba directoare

322 +92 -2y —2=0
I':
r+y+2z2—-5=0.

R. Y : 1522 +5y2 - 2y+2)(x+y+2) =0, unde y # 0, z # 0 si
r+y+z#0.

Problema 8.3.6 Sa se determine ecuatia suprafetei conice cu vdrful in
punctul V(0,1,1), ale carei generatoare se sprijina pe curba

{ 224+ 292 +322-6=0
I‘.
r—2y+2=0.

R.Y:22+2(z—y+2)2+3(z—2y+22)2=6(x—2y+ 2+ 1)% unde
y#1l,z#1lsix—2y+z+1#0.

Problema 8.3.7 Sa se determine ecuatia conului cu vdrful in origine, tan-
gent sferei de ecuatie S : x> + % + 22 — 10y + 9 = 0.

R. Y :922 — 1692 + 922 =0, unde y # 0 si z # 0.

Problema 8.3.8 Sa se scrie ecuatia suprafetei generata de drepte paralele
cu planul xOy, care se sprijind pe axa Oz §i pe dreapta

d- z—2=0
"l x+2y—3=0.
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R.Y:2242yz—3z=0,unde x # 0 si y # 0.

Problema 8.3.9 Si se scrie ecuatia suprafetei generatd de drepte care se
sprijing pe dreapta
d:% =
"2

st curba

Jy—22=1
F'{ z?2 —22—-1=0,

ramdndnd paralele cu planul m:xz — 2y — z = 0.
R. Y : [(xz — 2y — 2)(=3z — 2y + 42) + 4o — 4y — 22]* + 2(3z — 8y +

2)[(x =2y — 2)(—2y +2) + 2z — 4y] — (32 — 8y + 2)? = 0, unde z — 2 # 0 si
3x —8y+ 2z #0.

Problema 8.3.10 Sa se afle ecuatia suprafetei descrisa de o dreapta mobila
care ramdane paraleld cu planul 7 : x + z = 0 gi se sprijing, atdt pe azxa Oz,
cdt si pe cercul C : a2 +y2 =1, z=0.

R.Y: (22 +y?)(x+2)2 =22 unde x # 0 si y # 0.

Problema 8.3.11 Sa se scrie ecuatlia suprafetei obtinutd prin rotirea
dreptei

in jurul azei Oz.
R.Y:2?4+9% 422 -49=0.

Problema 8.3.12 Sa se determine suprafata de rotatie obtinutd prin

rotirea curbet
2 =202+ 22 -5=0
r+2z4+3=0

in jurul dreptei d: x =y = z.
R.Y:3(x+y+2z+3)3+5=02+9%+22
Problema 8.3.13 Sa se determine suprafata descrisi de curba

{(w2>2+(y2)2+z2=1
r:
z—y =0,

cand se roteste tn jurul axei Oz.
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x2+y2 2
R.2:2(+ 5 -2 +22=1.

Problema 8.3.14 Sa se scrie ecuatlia suprafetei generatd de drepte vari-
abile care se sprigind pe dreptele dy :x =0, y+1=0,dy:zc=y—1=2 gi
parabola T : y?> — 22 =0, z = 0.

R.Y: 2zy+zz2+yz+2z=0,undey+1#0six—z#0.

Problema 8.3.15 Sa se determine suprafata descrisa de o dreapta variabila
care se sprijing pe trei muchit ale unui cub, necoplanare doua cite doua.

R. Presupunand (fard a restrange generalitatea) cd avem cubul
OABCO'A'B'C’, unde OA, OB si OO’ reprezinta directiile axelor de co-
ordonate Ox, Oy si Oz, i, mai mult, presupunand ca cubul are muchiile
de lungime [ = 1, atunci dreptele necoplanare, pe care se sprijina dreapta
mobila, pot fi

/. LEZO . y—l:() . el x*];:O
OO.{y ’BC'{z:O §1AC’.{z_1:O

In acest context, suprafata ciutats are ecuatia X : zy+zz—yz—x = 0, unde
y € R\{0,1} si z # 0. Prin reducere la forma canonicd, se poate arita ci
suprafata ¥ este un hiperboloid cu o panzi. In concluzie, suprafata descrisi
de o dreaptd variabild care se sprijind pe muchiile OO’, BC si A'C’ ale
cubului este hiperboloidul cu o panza ¥, din care se scot punctele sale de
intersectie cu planele y =0,y =1si z = 0.

Problema 8.3.16 Sa se determine cuadrica ce contine curbele:

2., .2 2., .2 2., .2
oyt =2 oy +=3 oyt =4
Fl'{mzl, F2'{x:2, F3'{:c:5.

R.X:32+32242—-7=0.
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Capitolul 9

Curbe plane

9.1 Elemente teoretice fundamentale

Fie spatiul punctual euclidian al vectorilor liberi din plan £ = (Es, Va, ¢)
$si R = {0,1,7} un reper ortonormat in acest spatiu. S& presupunem ci prin
(x,y) desemnam coordonatele punctelor din spatiul afin &,.

Definitia 9.1.1 O functie diferentiabila c: I C R — R% c(t) = (z(t),y(t)),
avdnd proprietatea

(@' (1) + (/(1)* #0, Yt €,
se numeste curba plana parametrizatda regulata.

Multimea de puncte C' = Imc = {P(z(t),y(t)) € & | t € I} se nu-
meste imaginea curbei plane c sau, prin abuz de limbaj, se numeste curba
plana. Argumentul ¢ al curbei plane parametrizate c(t) se numeste para-
metrul curber gi, adesea, in aplicatii, joacd rolul timpului uzual. Vectorul
liber ¢(t) = (2/(¢),y'(t)) se numeste vectorul viteza sau vectorul tangent al
curbei C' = Im ¢ in punctul P. Vectorul liber &(t) = (2" (t), y”(t)) se numegte
vectorul acceleratie al curbei C' = Imc in punctul P.

Definitia 9.1.2 Un punct P = c(t) al unei curbe plane C = Ime, nu
neaparat requlata, se numeste punct critic sau singular ol curbei daca
¢(t) = (0,0). In caz contrar, punctul P se numeste punct regulat al curbei.

Propozitia 9.1.1 Intr-un punct requlat P(x(to),y(to)) al unei curbe plane
parametrizate C' = Imc, ecuatia dreptei tangente la curba are expresia

z—xz(to)  y—ylto)
C o) )

193
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1ar ecuatia dreptet normale este descrisd de
NpC': (z = 2(t0))2(to) + (y — y(to))y'(to) = 0.

Definitia 9.1.3 O multime de puncte P(x,y) din spatiul afin E ale caror
coordonate verifica o relatie de forma C : f(z,y) =0, unde f : D C R? = R
este o functie diferentiabild cu proprietatea

<%(m,y))2 - @—g(%y)y #0, V (z,y) € C,

se numeste curba pland regulata definita implicit.

Definitia 9.1.4 Un punct P(xo,yo0) al unei curbe plane definite implicit
C: f(z,y) =0, nu neaparat regulata, se numeste punct critic sau singu-
lar al curbei daca (grad f)(xo,y0) = (fz(x0,Y0), fy(T0,%0)) = (0,0), unde

fa(xo,y0) = (8f /0x) (0, y0) si fy(x0,50) = (.f/Oy)(x0,y0). In caz contrar,
punctul P se numeste punct regulat al curbei.

Propozitia 9.1.2 Intr-un punct requlat P(xq, 1) al unei curbe plane defi-
nite implicit C : f(x,y) = 0, ecuatia dreptei tangente la curba are expresia

TpC': (z — zo) f2(x0,y0) + (¥ — v0) fy(@0,y0) =0
1ar ecuatia dreptet normale este descrisd de

NpC : T—To  Y—1UYo

" fe(zo,yo)  fy(zo,y0)

Este foarte important de remarcat ca, cu ajutorul Teoremei Functiilor
Implicite din Analiza Matematicd, se poate demonstra, cel putin la nivel
local, c& orice curba pland definitd implicit poate fi reprezentatd la nivel
parametric (poate fi parametrizata) si reciproc. Acest rezultat este insa
unul calitativ deoarece, in situatii concrete, conversia curbelor plane de la
reprezentarea implicita la cea parametrica, si viceversa, nu este intotdeauna
o problem4 facil de rezolvat.

Fie ¢ : [a,b] CR — R% ¢(t) = (x(t),y(t)), o curbd pland parametrizata
si fie ¢(t) = (2/(t), 1/ (t)) campul vitezs al curbei C = Imec. In acest context,
lungimea curbei C este independentd de parametrizare gi este determinata
de formula

b b
L(C) = / é(t)]dt = / @O+ (70t
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Definitia 9.1.5 Parametrul t € I al unei curbe plane ¢ : I C R — R?
se numeste parametru canonic sau natural daca ||¢(t)|| = 1,V t € I,
(curba C = Im ¢ are viteza egald cu unu,). In aceastd sttuatie, prin conventie,
parametrul t se noteazd cu S.

Fiec: I ¢ R — R?, ¢(t) = (z(t),y(t)), o curba plana regulatd, nu
neaparat parametrizatd natural, si tgp € I un punct fixat in intervalul I. S&
consideram parametrizarea prin lungimea de arc, definita de relatia

s(t) = t ||é(o)]|do,

si s& consideram inversa acesteia t = t(s) (se poate demonstra ca functia
t — s(t) este intotdeauna inversabild).

Teorema 9.1.3 Curba pland ¢ : [0, L(C)] — R2, definita prin
c(s) = c(t(s)) = (x(t(s)), y(t(s))),

este parametrizati canonic (i. e. ||é(s)|| =1,V s € [0, L(C)]).

Corolarul 9.1.4 Orice curba plana regulatda poate fi reparametrizata
canonic (natural) prin lungimea de arc.

Rezultatele precedente au un puternic caracter calitativ deoarece, in
practicd, pe curbe concrete, nu este intotdeauna usgor de construit efectiv
reparametrizarea canonicd prin lungimea de arc.

Daca c(s) = (z(s),y(s)) este o curba plana parametrizata canonic, atunci
vectorul T'(s) = ¢(s) = (2/(s), y'(s)) se numeste versorul tangent iar vectorul
N(s) = (—y/(s),2/(s)), obtinut prin rotirea lui T'(s) cu un unghi de 7/2 in
sens trigonometric, se numeste versorul normal in punctul P = ¢(s) al curbei
C' = Imc. Reperul ortonormat mobil {T'(s), N(s)} se numeste reperul Frénet
al curbei plane de vitezd unu C' = Imec.

Teorema 9.1.5 (Formulele lui Frénet pentru curbe de viteza unu)
Variatia wversorilor T(s) si N(s) ai reperului Frénet al curbei plane
c(s) = (z(s),y(s)) parametrizate canonic este determinata de formulele

dr

% = K(S)N(S)
dN

I —K(s)T'(s),

unde K(s) = 2'(s)y"(s) — 2" (s)y'(s) reprezintd curbura curbei C =Imc in
punctul curent P = c(s).
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Observatia 9.1.6 Din punct de vedere geometric, curbura K(s) masoara
gradul de incovoiere al curbei in vecinatatea punctului P = c(s), prin ma-
surarea variatiei directiei versorului tangent T'(s) in imediata apropiere a
punctului P.

Teorema 9.1.7 Pentru o curba pland parametrizata arbitrar, definita de
c: I CR — R2 c(t) = (z(t),y(t)), curbura curbei C = Imec in punctul
P = c(t) este determinata de formula

z'()y"(t) — ="y’ (1)
(82 + (v ()2
Teorema 9.1.8 Daca c(t) = (z(t),y(t)) este o curba plana parametrizata

arbitrar, atunci reperul lui Frénet {T(t), N(t)} al curbei plane C' = Imc este
definit de vectorii

K(P) =

Teorema 9.1.9 (Formulele lui Frénet pentru curbe plane) Variatia
versorilor T'(t), gi N(t) ai reperului Frénet al curbei plane c(t) = (z(t),y(t))
parametrizate arbitrar este determinata de formulele

ar _

K(@)v(t)N(t

= KN ()
dN
— = —-K(@)v(t)T'(t
X Kt T(),

unde v(t) = ||¢(t)|| reprezinta viteza curbei plane C' = Im ¢ in punctul curent

P = c(t).

Fie C7 = Imc¢; si Co = Imcey doud curbe plane parametrizate si fie

P € C; N Cy un punct comun al lor, caracterizat prin P = c¢;(tg) = ca(to).

Definitia 9.1.6 Punctul P € C1NCsy se numeste contact de ordin m € N
daca sunt adevarate relatiile:

dkcl d Co

—(tg) = t V k=

g () = g (to), 0,m,
dm+lcl dm+lc2

dpm+1 (tU) 7£ drm+1 (tO)
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Sa& consideram C; = Imey, ¢1(t) = (z(t),y(t)), o curbd plana parame-
trizatd i Cy : f(x,y) = 0 o curba plana definita implicit. S& presupunem
ca P € Cp N Cy este un punct comun al celor doua curbe, definit prin
c1(to) = P(zo, yo)-

Teorema 9.1.10 Punctul P € C1 N Cy este un contact de ordin m € N
dacd
{ M (tg) =0, VEk=0,m,
@) (t9) # 0,

unde o(t) = f(x(t),y(t)) se numeste functia de contact a curbelor plane

01 §’i C’g.

Fie Cy, : f(z,y,a) = 0, « € I C R, o familie de curbe plane regulate,
definite implicit.

Definitia 9.1.7 O curba plana C se numegte tnfasurdtoarea familei de
curbe {Cy}acr, daca are proprietatea ci pentru orice punct P € C exista
o curbi Cq, din familia {Cq}acr, astfel incat C gi Cy, au tn punctul P un
contact de ordin unu (sunt tangente in P). Punctul P se numeste punct
caracteristic al curbei Cy,.

Teorema 9.1.11 Daca infasurdtoarea C existd si toate punctele caracter-
istice ale curbelor {Cy}acr sunt requlate, atunci ecuatia infasuratoarei se
obtine prin eliminarea parametrului o din sistemul

f(@,y,0) =0
of
6_0((07 Y, G() = 0.
Fie C =1Ime, c(t) = (z(t),y(t)), t € I, o curba plana parametrizata.

Definitia 9.1.8 Infasuritoarea £ a familei de normale {Ne)Clier se nu-
megste evoluta curbei C'. Daca £ este evoluta curbei C, atunci curba C se
numeste evolventa a curbei £.

Teorema 9.1.12 FEvoluta curbei parametrizate C' este reprezentata de curba
parametrizata € =Im E, E(t) = (X (t),Y(t)), unde

:LJ2 +y/2
l‘/y// _ l‘//y/’

X(t) ==(t) —y'()

.’I,'/2 + y/2
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Fie C =Imec, ¢(t) = (x(t),y(t)), t € I, o curbd pland parametrizatd si
P = ¢(t) un punct arbitrar al curbei.

Definitia 9.1.9 Un cerc C din plan se numeste cerc osculator in P la
curba C dacd cercul C si curba C' au in punctul P un contact de ordin doi.

Observatia 9.1.13 Din punct de vedere geometric, local, cercul osculator
C realizeazd o aprorimare printr-un arc de cerc a arcului de curba C dintr-o
vecinatate a punctului P.

Teorema 9.1.14 FEcuatia cercului osculator in P la curba C este data de
C:(z— X))+ (y—Y()? = (R()

unde (X (t),Y(t)) sunt coordonatele centrului cercului osculator intr-un
punct arbitrar al curbei iar raza cercului osculator este R(t) = 1/|K(t)]
$i se numeste raza de curburd a curbei C.

Este evident faptul ca locul geometric descris de centrele cercurilor oscu-
latoare corespunzéatoare tuturor punctelor curbei C reprezinta exact evoluta
& a curbei C.

9.2 Probleme rezolvate

Problema 9.2.1 Sa se scrie ecuatiile implicite ale urmatoarelor curbe
plane parametrizate:

i) C1 =Imecy, c1(t) = (cost,sint), t € [0, 27];
ii) Cy = Im ey, ca(t) = (cos 2t,sin2t), t € [0, 27];
iii) C3 = Imes, c3(t) = (cosht,sinht), t € R.

Rezolvare. i) Deoarece x(t) = cost si y(t) = sint, rezultd cd avem
C : (z(t))®+(y(t))? = 1. Cu alte cuvinte, curba C; reprezinti cercul centrat
in orlglnea 0(0,0) si de razd r = 1 descris de ecuatia carteziand 22 +y? = 1.

ii) Avem z(t) = cos2t §i y(t) = sin2t, t € [0,27]. Prin analogie cu
punctul anterior, rezulta ca curba C5 reprezintd de asemenea cercul centrat
in originea O(0,0) si de raza r = 1 descris de ecuatia carteziana x? +y? = 1.
Trebuie remarcat insa faptul ca "diferenta" dintre cele doud cercuri de la
punctele i) si ii) consta in faptul ci, in primul caz cercul este "infigurat"
o singura data, in timp ce in cel de-al doilea caz este "infagsurat" de doua



9.2. PROBLEME REZOLVATE 199

ori. Cu alte cuvinte, din punct de vedere parametric, desi reprezintd aceeasi
imagine, avem de-a face cu doud "cercuri distincte".

iii) Din z(t) = cosht si y(t) = sinht deducem ca (y(t))? — (m(t))2 =1,
V ¢t € R. In concluzie, curba Cs este hiperbola echilaters Cj : y? — 22 = 1,
x>0 =

Problema 9.2.2 Sa se scrie ecuatiile parametrice ale urmatoarelor curbe
plane definite implicit:

i)Cp:y=Ilnx+1,

$2

y2
11 . — —_— :1’
i) Cy 1 + 9 ;

iii) g : 2% + 322y —y3 +9 = 0.

Rezolvare. i) Luand z = ¢, ¢ > 0, deducem cd y = Int+1. In concluzie,
avem C1 = Imey, ¢1 : (0,00) — R2, unde c1(t) = (t,Int + 1).

ii) Luand = = 2cost si y = 3sint, t € [0, 27|, obtinem parametrizarea
elipsei C5. Cu alte cuvinte, avem curba pland parametrizata Co = Im o,
c2 : [0,27] — R?, unde c3(t) = (2cost,3sint).

iii) Cutdm un parametru ¢ € R cu proprietatea y = tz. In aceste
conditii, obtinem relatia (1 + 3t — t3)23 + 9 = 0, adic#

__ 3
TTVB 3t -1 3t—1 \/ 3t—1

Prin urmare, giasim C3 = Im c3, unde

CB(t):<§/t3_§t_1’t§/ gt—l)

unde 3 =3t —1+#0. m

Problema 9.2.3 Sa se determine punctele singulare ale urmatoarelor curbe
plane:

i) C1 =Imey, ¢1(t) = (acos®t,asint), a > 0, t € [0,27);

i) Cy 1 y? —2(x —1)2 = 0.
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Rezolvare. i) Punctele singulare ale Curbei (astroidei) C; se obtin re-
zolvand ecuatia ¢1(t) = (—3acos? tsint, 3asin?t cost) = (0,0). In concluzie,
astroida C; are patru puncte singulare:

Pt =0) = P(a,0), Q(t=7%)=0Q(0,0)
R(t=7) = R(—a,0) si S <t _ 3;) _ 5(0, —a).
ii) Curba Cs este definiti de functia f(z,y) = y? — z(x — 1), al cirei

gradient este
(grad f)(z,y) = (=32% + 4z — 1,2y).

Rezolvand sistemul (grad f)(x,y) = (0,0), deducem ca curba Cs are doud
puncte singulare:

P(%,O) § Q(1,0).
||

Problema 9.2.4 Si se scrie ecuatiile tangentelor si normalelor la curbele
C1 si Cy in punctele lor de intersectie cu axa Ox:

= Tmen, () = (—2— E23) ter\o,2)
1= 1, €1 - 2 of’ n ) ) )
i) Cy: 2?2 —ay? +22+y—3=0.

Rezolvare. i) Punctele de intersectie cu axa Ox se obtin cand y(t) = 0.
Deducem ci avem doud puncte de intersectie P(t = —/3) si Q(t = v/3).
Vectorul viteza al curbei Cy este

. 6(t—1) 3
Cl(t) = <—m, 1+ t_2> .

Prin urmare, avem ¢1(—v/3) = (2(3v/3—5),2) si é1(v/3) = (=2(3v3+5),2)
Rezulta ca ecuatiile tangentelor si normalelor in punctele P gi ) sunt:

2
TPC&:M:Q’ NPC'1I<

N . >f5 =0,

32[

3

P
. 3-23 . _
ToCh o5 T 1 NgCy <sc - 2[) (3V3+5)+y=0.
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ii) Punctele de intersectie cu axa Ox se obtin pentru y = 0. Cu alte
cuvinte, avem ecuatia 22 + 2z — 3 = 0 si rddédcinile 1 = 1, 29 = —3.
Obtinem punctele de intersectie P(1,0) si Q(—3,0).

Gradientul functiei f(z,y) = 22 — 2y? + 2z + y — 3 este dat de

(grad f)(z,y) = 2z — y?+ 2, —2xy + 1).

In particular, obtinem (grad f)(P) = (4,1) si (grad f)(Q) = (—4,1). Prin
urmare, ecuatiile tangentelor si normalelor in punctele P gi ) sunt:

1

TpCo: 4z +y —4 =0, Np02:$4 :%@x—4y—1:0,
3

ToCy:—dw+y—12=0, NoCp: " =Y eutay+3=0

|
Problema 9.2.5 Si se calculeze lungimile urmdtoarelor curbe plane:
a) C1 =Imey, ¢ : [0,27] — R2, unde
c1(t) = (2cost — cos 2t,2sint — sin 2t);
b) Cs: (z — 20)? + (y — v0)? = R?, unde (z0,0) € R?si R > 0.
Rezolvare. a) Vectorul viteza al curbei C; este

¢1(t) = (—2sint + 2sin 2¢,2 cost — 2 cos 2t)

iar norma vectorului viteza este ||é1(t)|| = 4sin(¢/2). In concluzie, avem
2m t ¢ 2m
L(Cy) = / 4sin —dt = —8cos—| = 16.
0 2 2

b) Cercul Cy poate fi parametrizat prin
z(t) = xo + Rcost, y(t) =yo+ Rsint,

unde ¢ € [0,27]. Rezultd cd avem 2/(t) = —Rsint si y'(t) = Rcost. Prin
urmare, lungimea curbei Cy este

2
L(Cy) = V/(=Rsint)2 + (Rcost)2dt = 27 R.
0
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Problema 9.2.6 Si se arate cd urmdtoarele curbe nu sunt parametrizate
canonic §i, in consecintd, sa se reparametrizeze canonic prin lungimea de
arc:

a) C1 =Imey, ¢1(t) = (Rceost, Rsint), R >0, R# 1, t € [0,27];
b) C2 = TImez, ca(t) = (e (cost —sint), e *(cost +sint)), t € [0,al, a > 0.

Rezolvare. a) Avem ¢1(t) = (—Rsint, Rcost), ceea ce implica
[l¢1(t)|| = R # 1. Construim parametrul canonic prin lungimea de arc

t t
s:/ Hél(a)Hda:/ Rdo = Rt.
0 0

Scriind ¢ in functie de s, gisim ¢t = s/R. Cu alte cuvinte, avem Cy = Im ¢y,
¢ 10,27 R] — R2, unde

ci(s) = (Rcos%,Rsin%) .

b) Vectorul viteza al curbei Cy este éo(t) = —2e !(cost,sint). Rezulta
cd ||ea(t)|| = 2e7t, adicd avem

t t
s = / l|é2(0)||do = / 2¢ %do = —2¢ 7" 4 2.
0 0

Inversand, gasim ¢ = In(2/ (2 — s)), s < 2. Prin urmare, vom obtine parame-
trizarea canonicd prin lungimea de arc Cy = Im ¢y, G2 : [0,2 — 2¢79] — R2,
,cosln 4+ sinln

unde
2 2 2 2
2—s 2—s 2—35 2—5)"°

—sinln

- 2 —
ca(s) = 5 > <cos In
|

Problema 9.2.7 Sa se determine curburile urmatoarelor curbe plane:

a) C1 = Imey, c1(t) = (3t2,3t — t3) in punctul P(t =1);

b) Csy : (g>2/3 + (%)2/3 =1 in punctul P (g, ¥> :

c) Cs:y=a® —42% — z* in punctul P(0,0);
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Rezolvare. a) Avem x(t) = 3t2, y(t) = 3t—t3 si, prin derivare, deducem
ca 2'(t) = 6t, 2"(t) = 6 si ¥/ (t) = 3 — 3t2, y'(t) = —6t. Aplicand formula
curburii de la curbele plane parametrizate arbitrar, gasim

-2

Prin urmare, avem K(P) = —1/6.
b) Curba C5 este o astroidd ce poate fi parametrizata prin

z(t) = 2cos®t, y(t) = 3sin®t,

2 2
unde t € [0, 27]\{0, 7/2, 7,37 /2}. Punctul P %, %
tor lui ¢t = /4. Cu ajutorul derivirii functiilor x(t) si y(¢), precum si al

formulei curburii K (c(t)), vom gasi
K(P) = (c(n/4)) = —24V/2/(13V/117).

¢) Parametrizam curba Cs, luand x(t) =t si y(t) =3 — 4t —t*, t € R.
In urma calculelor, gisim K(P) = K(c(0)) = —8. =

) este corespunza-

Problema 9.2.8 Sa se arate ca o curba pland este un cerc daca §i numai
daca curbura este constantd nenula.

Rezolvare. ” = 7 Fie cercul C : (x — x)? + (y — v0)?> = R?, R > 0.
Cercul C poate fi parametrizat ca C' = Ime, c(t) = (x(t),y(t)), t € [0, 27],
unde

x(t) = zg + Rcost, y(t) =yo+ Rsint.

Deducem ca z/(t) = —Rsint, 2”(t) = —Rcost si y'(t) = Rcost, y'(t) =
—Rsint. Prin calcul, gidsim K(c(t)) = 1/R, V t € [0, 27].

7 <7 Fie C = Ime, c(s) = (x(5),y(s)), s € [0,L(C)], o curba plana
parametrizatd canonic (i. e., (2/(s))? + (¢¥/(s))> = 1), avand curbura con-
stantd K(c(s)) = 1/R, unde R = constanta nenula. Aceastd presupunere
asupra parametrizarii curbei nu restrange generalitatea problemei, deoarece
orice curba poate fi reparametrizatd canonic, prin lungimea de arc. Deoarece
curbura este constanta, deducem ca avem

1
x/y” . sc”y/ — T Vs e[0,L(C)).

Mai mult, derivand relatia 2'? 4 y'2 = 1, gisim

" +yy" =0, Vse [0, L(C)].
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Ecuatiile precedente implica relatiile

1 1
— —Ry, s x = fRy +z9 & R = —y + Rxo,
V=32 o y=—tatw © Ry —c+ Ry
R R ’

unde g, Yo sunt numere reale arbitrare. In concluzie, din relatia z/24+¢/2 = 1,
deducem ca x gi y verifica ecuatia cercului

C: (v + Ryo)® + (y — Rwo)?* = R%.
|
Problema 9.2.9 Si se arate ci curbele C; = Imey, c1 : [0, 27] — R?, unde
c1(t) = (cost,sin®t)

5i Cy = Imeg, ¢z : [0,27] — R, unde

) 1
cot) = <smt, 5 co8 t)

au doua puncte comune P gi Q. Sa se determine ordinele de contact ale
celor doud curbe in punctele P gi Q).

Rezolvare. Coordonatele punctelor comune celor doud curbe se obtin
rezolvand sistemul

cost =sint

PO
sin®t = — cost,

unde t € [0, 27]. Gasim punctele de intersectie P(t = 7/4) si Q(t = b /4).
Deoarece vectorii viteza intr-un punct arbitrar al fiecireia dintre cele doua
curbe sunt exprimati de

¢1(t) = (—sint, 3sin?t cost),
1
éa(t) = <cos t, —3 sint) ,

deducem ci ¢ (m/4) # ¢o(m/4) si é1(5m/4) # é2(5m/4). In concluzie, punctele
P si () sunt puncte de contact de ordin 0. =
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Problema 9.2.10 Sa se arate ca parabola Cy : \/x + VY = 4 si cercul
Co 1 (x—12)%2 + (y — 12)% = 128 au in punctul P(4,4) un contact de ordin 3.

Rezolvare. Parametrizam parabola Cy, luand z(t) = ¢ si y(t) = (4 —
t)2, t > 0. Prin urmare, vom avea functia de contact a curbelor C; si Ca,
definita de

p(t) = (t* — 12)% + (£* — 8t +4)* — 128.

Deoarece punctul P(4,4) se obtine pentru valoarea t = 2, se verificd ugor
cd avem ¢(2) = ¢'(2) = ¢"(2) = ¢"'(2) = 0 si ¢ (2) = 0. Rezultd ceea ce
trebuia demonstrat. =

Problema 9.2.11 Sa se determine infasurdtoarele urmatoarelor familii de
curbe plane si, acolo unde este cazul, locul geometric al punctelor singulare
ale acestora:

a) Co: 22+ 9y?—a?2=0,a>0;
b) Cy,:a3(x — 1)+ 3ax — 2y =0, a € R;
)Cr:(y—AN2—(xz—X3=0, AR
Rezolvare. a) Consideram sistemul de ecuatii obtinut prin derivare in
raport cu «, i anume
{ 2?2+’ —a?=0

—2a = 0.

Rezultd @ = x = y = 0. Deoarece originea O(0,0) nu apartine nici unei
curbe din familia C,,, deducem ca nu existd infasuratoarea familiei de curbe
plane C,,.

b) Fie sistemul de ecuatii

a®(x — 1) +3ar — 2y =0
3a%(z — 1) + 3z =0,

din care gdsim parametrul a = £4/2/(1 — x). Prin urmare, eliminind para-
metrul a prin inlocuirea lui in prima ecuatie, gisim ecuatia infaguradtoarei

T:y2(1—2)—2>=0, zc][0,1).
¢) Pentru a rezolva sistemul de ecuatii

(1= — (=N =0
{ —2(y = A) +3(z - \)? =0,
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consideram urmatoarele situatii:

(i) Dac y # A, avem = — A = (y — A\)?/? si, mai mult, A = y — 8/27.
Inlocuind in a doua ecuatie, g&sim ci ecuatia infisurdtoarei familiei de curbe
C), este reuniunea de drepte paralele cu prima bisectoare, descrisa de ecuatia

carteziana 50 A
1: <x—y+§> <x—y—§> =0

(ii) Dacd y = A, deducem ca x = A. Punctele P(A\, \), A € R, sunt puncte
singulare ale familiei de curbe C). Prin urmare, locul geometric descris de
acestea este prima bisectoare a sistemului de axe. Aceasta se exclude din
infaguratoarea familiei de curbe C). =

Problema 9.2.12 Sa se determine evolutele curbelor:

a) C1 =Imey, c1(t) = (R(t —sint), R(1 — cost)), t € R, R > 0 (cicloida);

2 .2
b) Csy : S A ) (elipsa).
4 9
Rezolvare. a) Avem z(t) = R(t — sint), 2/(t) = R(1 — cost) si
2”(t) = Rsint. Mai mult, din relatia y(t) = R(1 — cost) obtinem prin
derivare y/(t) = Rsint si y”(t) = Rcost. Aplicand formulele ce determind
coordonatele cercului osculator, gasim ca evoluta curbei C] este curba para-

metrizatd £ = Im Eq, Fi(t) = (Xi1(t), Y1(¢)), unde
X1(t) = R(t +sint), Yi(t) = —R(1 — cost).

b) Elipsa Cy poate fi parametrizatd prin z(t) = 2sint si y(t) = 3 cost,
t € [0,27]. Prin derivari gi aplicarea formulelor ce determind coordonatele
cercului osculator, gasim ca evoluta curbei (elipsei) Cy este curba parame-
trizata 2 = Im Ey, Fa(t) = (Xa(t), Ya(t)), unde

5sin ¢ 5cos t
Xo(t) = — , Yal) =
2 3
La nivel de coordonate carteziene, evoluta & este astroida descrisa de
ecuatia
42 3/9y2
Ey i | — — =1.
2\ 25 TV 25
[ ]

Problema 9.2.13 Sa se determine coordonatele centrului si raza cercului
osculator intr-un punct curent al curbei:
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a) C1 =Imcy, ¢1(t) = (cost + tsint,sint —tcost), t € R;

b) Cy 1y = /2 +e%/2 (lantisorul).

Rezolvare. a) Avem x(t) = cost + tsint si y(t) = sint — tcost. Raza
cercului osculator coincide cu raza de curburd R;(t) = |t|, obtinuta prin
calcul. Tot prin calcul, deducem c& coordonatele centrului cercului osculator
sunt

X1(t) = cost, Yi(t) =sint.

b) Parametrizarea lantisorului C; se realizeaza punand x(t) =t si y(t) =
et/2 + e7t/2 unde t € R. In urma calculelor, gasim raza de curbura

(et/2 + 6—t/2)2

Ro(t) = 5

si coordonatele centrului cercului osculator
t_ —t

e —e

2

. Yao(t) = 2(et/? 4 e712),

9.3 Probleme propuse

Problema 9.3.1 Sa se scrie ecuatiile implicite ale urmatoarelor curbe
plane parametrizate:

i) C1 = Imey, c1(t) = (t,Incost), t €

(4k — 1)77’ (4k + 1)77) kel
2 2
(lantisorul de egala rezistenta);

ii) Cy = Im ¢y, c2(t) = (acos?2t,bsin32t), t € [0,27], a,b > 0, (astroida);

iii) C3 = Im s, c3(t) = (2alnsint —2asin®t, asin2t), t € (2km, (2k + 1)),

keZ,a>0.
4k — 1 4 1
R.i)C’l:yzlncosx,x€<( k2 )W,( k; )W),kGZ;
2 2
i) Cy : Sx——i—sy—:l,
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iii) Avem C3 = C4UCYUCY’, curbele Cf, C¥ si C§’ sunt definite implicit
prin

2
Cé:x:QalnF <\/a+y+\/ay>]_g<\/a+y+\/ay> 7
2 a a 2 a a

unde y € [—a,0) U (0, a,

2
Cy iz =2aln F (_\/a+y+\/a—y>] _2(_\/a+y+\/a—y> 7
2 Qa a 2 a a

unde y € [—a,0), si

2
o 1 \/a+y\/ay a \/aﬂ/\/u
C3 .$—2aln[2< . - 5 . , ,

unde y € (0, al.

Problema 9.3.2 Si se scrie ecuatiile parametrice ale urmatoarelor curbe
plane definite implicit:

i)Cr:y?=e"+1;
i) Cy : 23 — 32 + 2y = 0;
iii) C3 : (22 + y*)x — 2ay® = 0, a > 0, (cisoida lui Diocles).

R.i) C; = Imc} UIm¢?, unde 01’2 'R — R, 01’2(t) = (t,£Vel +1);
ii) C2\{0(0,0)} = Im ¢z, unde ¢y : R\{0,1} — R

26 27\
el =\g-1p_1)

iii) C3\{0(0,0)} = Imc3, unde c3 : R\{0} — R?,

es(t) = ( 2at®>  2at? )

t24+17t24+1

Problema 9.3.3 Si se determine punctele singulare ale urmatoarelor curbe
plane:
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i) Cy =Imey, c1(t) = (3cost — cos3t, 3sint — sin 3t), t € [0, 27);
ii) Cy : o — 2a2%y — axy? + a®y?> =0, a > 0;

iii) C3: (y—a)(y—a+ 1)+ (xr—a)®> =0, a > 0;

iv) Cy:y?x +ay? + 2% —az? =0, a > 0.

R. i) A(2,0) si B(=2,0): i) A(0,0) s B[22 @>; i)

44
A <a, 2“; 1) L iv) A(0,0) si B <2—;,o).

Problema 9.3.4 Sa se scrie ecuatiile tangentelor si normalelor la curbele
C1 si Cy in punctele lor de intersectie cu axele Ox i Oy:

i) C1 = Imer, e (t) = <g <t+%> g <t%>> Lt € R\{0}, a,b > 0;

i) Cy: (y— 1) +27(x — 2)2 = 0.
R. 1) P(a,()), TpCi:xz—a=0, NpCi : y = 0;
Q(*CL, 0)7 TQCI rr+a= 0, NQCI Ty = 0.

ii) P(0,1—3V/4), TpCo : ¥4z —y+ 1 —3Y4 =0, NpCsy : V/2x + 2y —
24 6v4=0;

1
Q 8?@0 , ToCs = 637 + 3y — 123 — 2 = 0, NoCy : 97 —

18v3y — /3 — 18 = 0;

18 — /3
9\/_,0>, TrCy : 633z — 3y — 12v/3 + 2 = 0, NgCs : 9z +

18v3y + V3 — 18 = 0.

R
Problema 9.3.5 Si se calculeze lungimile urmdtoarelor curbe plane:
a) C1 =Imey, ¢ : [0,27] — R2, unde

t t
ci(t) = <4acos3 5,4asin3 5) , a>0;

b) Cy : (22 +y?)? + 2a%(y? — 22) = 0, a > 0, (lemniscata lui Bernoulli).



210 CAPITOLUL 9. CURBE PLANE

R. a) L(C1) = 12a. b) Cautand o parametrizare de forma y = tx, gasim
c# lemniscata lui Bernoulli poate fi parametrizati ca C\{O0(0,0)} = Im c;U
2 1,2 2
Im ¢z, unde ¢5” : (—1,1) — R?,

(i\/_ ” i\ft”l_t2>.

t2’ 14 ¢2

Deoarece curbele C3 = Imc} si C5 = Im ¢ sunt simetrice fatd de origine,
rezultd ca avem

L(Cy) = 2L(C’21):4a\/§/01ﬁdt—
tav/3 1+Z135 (2n-1) 1 1

]
= n n! 4dn+1

Problema 9.3.6 S se arate cd urmdatoarele curbe nu sunt parametrizate
canonic gi, tn consecintd, sa se reparametrizeze canonic prin lungimea de
arc:

a) C1 =1Imey, c1(t) = (2cost — cos2t,2sint — sin2t), t € [0, 27);

b) Cy = Imecy, c2 : R\{0} — R? unde

- (5 [

8_
R. a) t = 2arccos 5 S, s € [0,16]. b) Daca t < 0, atunci t = —e~*,
s € R; Dacd t > 0, atunci t =¢€°, s € R.

Problema 9.3.7 Sa se determine curburile urmatoarelor curbe plane:

cosht sinht
t )

a) C1 =Imey,ci(t) = <

) intr-un punct curent al curbei;

b) Cy iy = e * (clopotul lui Gauss) in punctul P(0,1);
c) Csz: 23 — 42 + 2xy = 0 in punctul P(1,—1);

R. a) Ki(t) = —20V2 " b) Ka(P) = —2. o)

[(t — 1)2e2t 4 (t + 1)2e-2t]3/2
K3(P) = 4v/2.
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Problema 9.3.8 Sa se determine urmdatoarele curbe plane ale caror curburi
sunt date:

1
a) K(s) = 1552 unde s € R este parametrul canonic;

1
b) K(s) = peramEt unde s < 0 este parametrul canonic.

o2
R. a) Cautam o curba (z(s),y(s)) parametrizatd canonic, adicd o curba
cu proprietatea (2/(s))? + (y/(s))? = 1. Rezulti ci existd o unica functie
©(s) € [0,27] astfel incat 2/(s) = cosp(s) si ¥/(s) = sinp(s). In acest

context, avem
1

T 1452

adicd ¢(s) = arctan s € [—n/2,m/2], abstractie ficand de o constantd. Prin
urmare, obtinem

1 S

iy (s) = e
Ve Y e

Prin integrare, gésim curbele

2'(s) =

sc(s)zln(s+ 82+1) siy(s) =+£vs2+1,

abstractie ficand de nigte constante. In final, calculand curburile curbelor
anterioare, deducem ca curba cautata este doar curba (abstractie facand de
o roto-translatie in plan)

z(s) =1In <8+ s2 4 1) siy(s) =vs2+ 1.

1—+1—e2

1
b) Avem curba z(s) = e° i y(s) = — [V1 —e25 + = In ———r=| ,

abstractie facand de o roto-translatie in plan.

Problema 9.3.9 Sa se determine ordinul de contact al punctului de inter-
sectie dintre curba Agnési %y = 4a*(2a — y) si cercul x? + (y — a)? = a?,

unde a > 0.

R. Punctul P(0,2a) este un contact de ordin trei.



212 CAPITOLUL 9. CURBE PLANE

Problema 9.3.10 Sa se determine parabola de grad doi cu axa paraleld cu
azxa Oy, care are un contact de ordin doi cu parabola cubica y = x> in
punctul P(1,1).

R.y =322 -3z + 1.

Problema 9.3.11 Sa se determine infasurdtoarele urmatoarelor familii de
curbe plane si, acolo unde este cazul, locul geometric al punctelor singulare
ale acestora:

o2
a) Ca:(sc—a)2+y2f7:(),oz€R;

b) Cy:xcosa+ysina—1=0,a€R;

S

ty = A\x?
c)Cy:y x+2)\,

\ € R*:

d) familiei de drepte care determina pe axele de coordonate doua segmente
al caror produs este constant;

e) familiei de drepte situate la distanta constanta fata de un punct fix dat.

R. a) Infisuritoarea este reuniunea de drepte concurente C = {P(z,v)
| (z —y)(z +y) = 01\{O(0,0)}. b) Infisuritoarea este cercul C = {P(z, )
| 22 4+ 9y? = 1}. ¢) Infisuritoarea este reuniunea de drepte concurente
C = {P(z,y) | (y +2v2)(y — 2v/2) = 0}\{0(0,0)}. d) Infisuritoarea este
reuniunea de hiperbole echilatere C = {P(z,y) | (day — k)(4dzy + k) = 0},
unde k& > 0 este constanta datd in problema. e) Infiguritoarea este cercul
C={P(z,y) | (x—20)®+ (y — yo)* = k?}, unde P(x0,y0) este punctul fix,
iar k > 0 este constanta data in problema4.

Problema 9.3.12 Sa se determine evolutele curbelor:
a) C1 =Imey, c1(t) = (cos2t,sin3t), t € R, (curba lui Lissajous);
b) Co: /a2 +y2 = et W/?) (spirala logaritmica).

3 sin 3¢ sin 4t + 4 cos 3t cos 4t — 9 cos® 3t
R.a) X(t) =
a) X(t) 6 sin 2t sin 3t + 4 cos 2t cos 3t

Y(t) = 3 sin 3t cos 2t — 9 sin 2t cos 6t — 4 sin 2t
N 9 sin 2¢ sin 3t + 6 cos 2t cos 3t

9
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b) Cautand o parametrizare de forma y = tz, gasim ca spirala logarit-
mic# poate fi parametrizatd ca Co\{P(0,) | o € R} = Imcl UTIm 3, unde

cé’2 :R — R2, - -
172 earC an tearC an
K (t>:<il+t2’i1+t2 ’

Evoluta curbei C3 = Im ¢} este determinata de
t earctan t arctant

e
i Y(t) = )
V1+t2 sV () V14 t2

Analog se trateazi cazul curbei C2 = Im c2. Evoluta spiralei logaritmice
se obtine reunind evolutele curbelor C3 si C3.

X(t) = -

Problema 9.3.13 Sa se determine coordonatele centrului si raza cercului
osculator intr-un punct curent al curbei

a) Cl = Imcl, Cl(t) = (t,COSt);

b) Gyt =14 ——

R.a) X(t) = t—tant—tant-sin?¢, Y (t) = —2tant-sin t sunt coordonatele
_ , , (1 + sin?¢)3/2 .
centrului cercului osculator si R(t) = W este raza de curbura,
cos
unde t # 2k + 1)7/2, k € Z.

b) Cautand o parametrizare de forma y = tz, gisim cd curba data poate
fi parametrizat ca Co\{0(0,0)} = Imc} UIm 2, unde ¢ : R — R2,

1 1 t t

1,2

) = [+ + + + .
2" (1) ( 211 2+1 V2t t2+1)

In continuare se aplicd formulele care determind cercul osculator (coor-
donatele centrului si raza de curburd).

Problema 9.3.14 Sa se determine infasuratoarea familier de normale ale
curbei:

a) Ci =Imecy, cl(t> = (t _ t3,t2 _ t4>;

3

3y 4y .
c /a2 42 — _
b) Cy: /22 +y? = Zip @ (rozeta cu trei foi).
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Ind. a) Se tine cont de faptul cd infagurdtoarea familiei de normale
este exact evoluta curbei (X (t), Y (t)) si se aplica formulele corespunzatoare
acesteia. b) Se cautd o parametrizare rationald de forma y = tx si apoi se
aplicd formulele de la evoluta.

Problema 9.3.15 Sa se determine evoluta $i evolventa parabolei cubice.

o 5 t(1 —9t%) .

R. Evoluta parabolei cubice y = z° este curba X(t) = —
1+ 15t o 3 y

Y(t) = T t # 0. Evolventa parabolei cubice y = x° este curba plana

(z(s),y(s)) care are raza de curbura
R(s) = / V1 + 9ttdt,
0

unde s este parametrul canonic.



Capitolul 10

Curbe in spatiu

10.1 Elemente teoretice fundamentale

Fie spatiul punctual euclidian al vectorilor liberi din plan & = (E3, V3, )
si R = {O; i,j,k} un reper ortonormat in acest spatiu. S& presupunem ca
prin (z,y, z) desemnam coordonatele punctelor din spatiul afin &s.

Definitia 10.1.1 O functie diferentiabili c: I C R — R3 definiti de com-
ponentele c(t) = (x(t),y(t), z(t)) si avand proprietatea

(@) + (1) + (Z(1)* #0, Yt e,
se numeste curba parametrizata regulata in spatiu.

Multimea de puncte C' = Imec = {P(x(t),y(t),z(t)) € E | t € I} se
numeste tmaginea curbei in spativ c sau, prin abuz de limbaj, curba in
spatiu parametrizatd. Argumentul ¢ al curbei in spatiu parametrizate ¢ se
numeste parametrul curbei si, adesea, in aplicatii, joaca rolul timpului uzual.
Vectorul ¢(t) = (2/(t),y'(t),2'(t)) se numeste vectorul viteza sau vectorul
tangent al curbei C' in punctul P = ¢(t). Vectorul ¢(t) = (2" (t),y"(t), 2" (t))
se numeste vectorul acceleratie al curbei C' in punctul P = ¢(t).

Definitia 10.1.2 Un punct P = ¢(t) al unei curbe in spatiu C = Ime, nu
neaparat requlata, se numeste punct critic sau singular al curbei daca

&(t) = (0,0,0).

In caz contrar, punctul P = c(t) se numeste punct regulat al curbei.

215
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Propozitia 10.1.1 Intr-un punct requlat P(x(to),y(to), 2(to)) al unei curbe
in spatiu parametrizate C = Im ¢ ecuatiile dreptei tangente la curba sunt

'(to) y'(to) 2 (to)

Tp

1ar ecuatia planulut normal este descrisd de
NpC': (z — 2(to))2'(to) + (y — y(t0))y (to) + (2 — 2(t0))Z'(to) = 0.

Definitia 10.1.3 O multime de puncte P(x,y,z) din spatiul afin s, ale
caror coordonate verifica doud relatii de forma

) f@y,2) =0
¢ { g(.T,y,Z) =0,

unde f,g: D C R> —= R sunt functii diferentiabile cu proprietatea

{(grad f) x (grad g)}(z,y,2) #0, V (z,y,2) € C,
gradientii functiilor f si g fiind definiti prin

— ﬁ@t g@t ﬁ@t
QTadf— <8II}' - fwuay = fy, 92 = fz;>

$i
rad g = (29 net o 09 mot | 09 nor
g g 8$ gaﬁ ay gy7 az gZ? Y

se numeste curba in spaiiu regulata definita implicit.

Definitia 10.1.4 Un punct P(xo,y0,20) al unei curbe in spatiu, nu
neapdrat requlata, definita implicit prin

) f@y,2)=0
¢ { g(.T,y,Z) =0,

se numeste punct critic sau singular al curber daca

{(grad f) x (grad g)}(zo, Y0, 20) = 0.

In caz contrar, punctul P se numeste punct regulat al curbei in spatiu.
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Propozitia 10.1.2 Intr-un punct regulat P(xg,y0,20) al unei curbe in
spatiu definite implicit prin

J f(@y,2) =0
¢ { g((E,y,Z) =0,

ecuatiile dreptet tangente la curba sunt

T — X Yy =10 Z — 20
T C . = e s
PPy ~ To(P) T Ts(P)

iar ecuatia planulut normal este descrisa de
NpC': (z —z0) - T1(P) + (y — yo) - T2(P) + (2 — 20) - T3(P) = 0,

unde

M
P(x0,y0,20)

| £(P) £(P) | D(f9)
NP =14 (P) 5.(P) ‘—D@,z)

Ty(P) = — ffng> fz<P>‘ _ D(f.9)

9:(P)  g:(P) Dz, z) P(mmyo,Zo)’
_ | fo(P) fy(P) | _ D(f,9)
T(P) = 9:(P) gy(P) ‘ a D(z,y) P(%,yo,zo).

Ca si in cazul curbelor plane, este foarte important de remarcat ca, cu
ajutorul Teoremei Functiilor Implicite din Analiza Matematica, se poate
demonstra ca, cel putin la nivel local, orice curba spatiala definita implicit
poate fi reprezentata la nivel parametric (poate fi parametrizata) si reciproc.
Acest rezultat este insd unul calitativ deoarece, in situatii concrete, conver-
sia curbelor spatiale de la reprezentarea implicitd la cea parametrica, si
viceversa, nu este intotdeauna o problemé& usor de rezolvat.

Fie ¢ : [a,b] C R — R3, c(t) = (z(t),y(t), 2(t)), o curbd in spatiu para-
metrizatd si fie ¢(t) = (2/(t),y'(t), 2'(t)) campul vitezd al curbei C = Ime.
In acest context, lungimea curbei C este independents de parametrizare si
este determinata de formula

b b
L(C) = / et |dt = / VEORT GO+ (@)

Definitia 10.1.5 Parametrul t € I al unei curbe in spativ ¢ : I C R — R3
se numeste parametru canonic sau natural daca ||¢(t)|| =1,V t € I,
(curba C' = Im ¢ are viteza egald cu unu). In aceastd situatie, prin conventie,
parametrul t se noteazd cu S.



218 CAPITOLUL 10. CURBE IN SPATIU

Fie c : I C R — R3 unde c(t) = (z(t),y(t),2(t)), o curbi in spatiu
regulatd, nu neaparat parametrizatd natural, si fie £y € I un punct fixat in
intervalul I. S& consideram parametrizarea prin lungimea de arc, definita
de relatia

s(t) = t |é(a)]|do,

si sd consideram inversa acesteia t = t(s) (se poate demonstra ca functia
t — s(t) este intotdeauna inversabild).

Teorema 10.1.3 Curba in spatiu ¢ : [0, L(C)] — R3, definitd prin

este parametrizati canonic (i. e. ||&(s)|| = 1, Vs € [0, L(O)]).

Corolarul 10.1.4 Orice curba in spatiu requlatd poate fi reparametrizata
canonic (natural) prin lungimea de arc.

Rezultatele precedente au un puternic caracter calitativ deoarece, in
practica, pe curbe concrete, nu este intotdeauna usor de construit efectiv
reparametrizarea canonica prin lungimea de arc.

Dacd c(s) = (x(s),y(s),z(s)) este o curbd spatiald parametrizatd
canonic, atunci vectorul

T(s) = ¢(s)

unde ¢(s) = (2'(s),y'(s), 2’(s)), se numeste versorul tangent iar vectorul

unde é(s) = (2(s),y"(s),2"(s)), se numeste versorul normal al curbei in
spatiu C' = Im ¢ in punctul P = ¢(s). Reperul ortonormat mobil

R ={c(s); T(s),N(s),B(s)},

unde
B(s) =T(s) x N(s),

se numegte reperul Frénet al curbei in spatiu C. Versorul B(s) se numegte
versorul binormal al curbei in spatiu C' = Imc in punctul P = ¢(s).
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Variatia versorilor T'(s), N(s) si B(s) ai reperului Frénet al curbei in
spatiu c(s) = (z(s),y(s), z(s)) parametrizate canonic este determinata de
formulele lui Frénet

dTl’
E _K(s)-N
T k(9 N9
dN
N _K(5)- () +7(5) - Bs),
dB
| 25 = 7(8) N (),
unde K (s) = ||¢(s)|| reprezintd curbura iar

(s) = —<Cfl—]j,zv(s>>

reprezintd torsiunea curbei in spatiu C' = Im ¢ intr-un punct curent P = ¢(s)
al curbei parametrizate canonic.

Teorema 10.1.5 Dacd c(t) = (z(t),y(t), 2(t)) este o curba in spatiu para-
metrizata arbitrar, atunci reperul lui Frénet R = {c(t); T(t),N(t), B(t)} al
curbei in spatiu C = Imc este reprezentat de vectorii

B(t) = [6(t) % &(t))].

[le(t) > Q)]
Teorema 10.1.6 (Formulele lui Frénet pentru curbe in spatiu)
Variatia versorilor T'(t), N(t) gi B(t) ai reperului Frénet al curbei in spaliu
c(t) = (z(t),y(t), 2(t)) parametrizate arbitrar este determinata de formulele

(dT
o= K(t)-v(t) - N(t)
X = K1) 0lt) - T0) +7(0) - o(t) - B0),
dB
| D =)o) N,
unde v(t) = ||¢(t)|| reprezinta viteza,

(e x &)
KO = emlp



220 CAPITOLUL 10. CURBE IN SPATIU

reprezintd curbura iar

B det [¢(t), é(t), € (t)]
0= 0 x a0

reprezinta torsiunea curbei in spativ C = Imc in punctul curent P = c(t)
al curbei parametrizate arbitrar.

Definitia 10.1.6 (Fetele triedrului lui Frénet) i) Planul determinat de
punctul P = c(t) si versorii T(t) si N(t) se numeste planul osculator.

i1) Planul determinat de punctul P = c(t) gi versorii T'(t) si B(t) se
numeste planul rectificant.

i11) Planul determinat de punctul P = c(t) si versorii N(t) si B(t) se
numeste planul normal.

Definitia 10.1.7 (Muchiile triedrului lui Frénet) i) Dreapta determi-
nata de punctul P = c(t) i versorul T'(t) se numeste tangenta.

i1) Dreapta determinata de punctul P = c(t) si versorul N(t) se numeste
normala principala.

i11) Dreapta determinata de punctul P = c(t) gi versorul B(t) se numeste
binormala.

Din punct de vedere geometric, curbura K (t) masoard gradul de incov-
oiere al curbei in vecindtatea punctului P = ¢(t), prin masurarea variatiei
directiei versorului tangent 7'(t) in imediata apropiere a punctului P.

In acelasi timp, torsiunea 7(t) méisoard abaterea curbei de la planul oscu-
lator determinat de versorii T'(t) si N(¢) in imediata vecindtate a punctului
P = ¢(t). Am dori s mentiondm cd ecuatia planului osculator in punctul P
al curbei in spatiu C' = Im ¢ este

r—ax(t) y—yt) z—2z()
mo:| a'(t) y'(t) Z/(t) | =0.
() ') ()

Observatia 10.1.7 i) O curba in spativ cu curbura K(t) =0,V t € I, este
un segment de dreapta.
i1) O curba in spatiu cu torsiunea 7(t) =0,V t € I, este o curba planda.
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10.2 Probleme rezolvate

Problema 10.2.1 Sa se determine o parametrizare a urmatoarelor curbe
in spatiu definite implicit:

i) Cy : 2yz = 1, x = y2, (curba lui Titeica);
i) Oy : 22 + 92 + 22 = a2, 22 + y? = ax, a > 0, (curba lui Viviani).
Rezolvare. i) Luand y(t) = t, deducem ci z(t) = 2 si 2(t) = 1/t3. In

concluzie, curba lui Titeica este imaginea parametrizarii

¢ R\{0} = R3, ¢1(t) = (tZ,t, 1),

t3

adicd avem C7 = Imc;.

ii) In ecuatia cilindrului y? = az — 2% ludm z(t) = asin®t, t € [0,7/2).
Deducem cd y(t) = asintcost si z(t) = tacost. Prin urmare, curba lui
Viviani este imaginea parametrizarii

co: [0,7/2] = R3, co(t) = (asin2 t,asintcost, :tacost) ,
adicd avem Cy = Imco. W

Problema 10.2.2 Sa se determine punctele singulare ale urmdatoarelor
curbe in spatiu:

i) C1 =Imey, c1(t) = (12 — 2,82 + 1/t2,42 — 2t — 1), t € R\{0};
i) Cy: 22 —ay =0, 2% — 22+ 22y + 2 = 0.

Rezolvare. i) Punctele singulare ale curbei Cj se obtin rezolvand
ecuatia
ér(t) = (2t — 2,2t — 2/t3,2t — 2) = (0,0,0).

In concluzie, curba in spatiu C are un singur punct singular, i anume

ii) Curba in spatiu Cy este definitd de functiile f(z,y,2) = 22 — ay si

g(z,y,2) = 2% — 22 + 22y + 2, ale ciror gradienti sunt

(gTCLd f)($7y, Z) = (_y7 -, 22)
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si
(grad g)(x,y, z) = 2z + 2y, 2z, —2z + 1).

Produsul vectorial al gradientilor este

i j k
{grad f x grad g} (z,y,z) = —y —x 2z =
20 +2y 2z —-2z+41

(—x — 2x2,y + 2yz + dxz, 227).

Rezolvand sistemul

{grad f x grad g} (z,y,2) = (0,0,0)
22 —xy=0
22— 22 4 2xy+ 2 =0,
deducem ca curba in spatiu Co are un singur punct singular P(0,0,0). =

Problema 10.2.3 Sa se scrie ecuatiile dreptelor tangente i a planelor nor-
male la curbele in spatiu C1 si Cs, in punctele precizate:

t
i) C1 = Imey, a1(t) = <a(1 — cost),asint, 2a cos 5) , a > 0, iIn punctul

P (a, a, a\/i) ;

i) Cy: 2?2+ 22 —-4=0, 22 +y? — 4 =0 in punctul P(v/3,1,1).
Rezolvare. i) Punctul P este corespunzitor lui ¢ = 7/2 iar vectorul
vitezd al curbel C; = Im ¢ este
. . .t
é(t) = <asmt,acost, —asin 5) .

Prin urmare avem ¢1(7/2) = (a,0, —av/2/2). Rezultd c& ecuatiile dreptei
tangente si a planului normal in punctul P sunt
a

ToC T _y—a_z—a\/ié r+v22—3a=0
P=L-T T 70 av/2 y—a=0
2

si

NpCy (:ra)-a+(ya)-()(za\/§)a7\/§:()<:>

2
NpCi am%z:()@\/ﬁxzzo.
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ii) Gradientii functiilor f(x,y,2) = 22 +2%2 —4+i g(z,y,2) = 22 +y?> —4
sunt dati de

(grad f)(z,y,z) = (22,0,2z) si (grad g)(z,y, z) = (2z,2y,0).
In particular, obtinem
(grad f)(P) = (2V3,0,2) si (grad g)(P) = (2V/3,2,0).

Produsul vectorial al gradientilor este

i J K B
(grad f)(P) x (grad ) (P)=| 2vV3 0 2 |=—-4-i+4V3-5+4V3 F.
23 2 0

Prin urmare, ecuatiile dreptei tangente gi a planului normal in punctul P
sunt

— -1 -1

TPCQ : z \/g = y = z

—4 443 43

si

NpCy (:r—\/g)-(—4)+(y—1)-4\/§+(z—1)-4\/§=0<:>
NpCy m—\/gy—\/gz—i—\/g:O.

Problema 10.2.4 Sa se scrie ecuatiile tangentelor la curba C' = Im ¢, unde
o,
t)=|—=,——,¢ teR
)= (5—5#). tek
care sunt paralele cu planul 7w : 3x — 2y — 2z — 1 =0.

Rezolvare. Vectorul tangent la curba intr-un punct arbitrar este dat de
é(t) = (2t3, —12, 2t) iar vectorul normal la plan este 72, (3, —2, —2). Daca tan-
genta este paraleld cu planul, atunci vectorii ¢(¢) si 7, sunt perpendiculari,
adica avem

2
(6(t), i) =0 & 68> + 262 —dt =0 =t =0, t = —1, t3= 7.

In concluzie, punctele ciutate sunt P;(0,0,0), Py(1/2,1/3,1) si
Py(8/81,-8/81,4/9). m
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Problema 10.2.5 Sa se determine planele osculatoare la curba C = Imec,
unde
ct)=(2t— 1,21 —%), teR,

care sunt perpendiculare pe planul 7w : Tx — 12y + 52 — 7 = 0.

Rezolvare. Avem z(t) = 2t—1, y(t) = t3, 2(t) = 1—t? iar, prin derivari
succesive, obtinem 2'(t) = 2, y/(t) = 3t2, 2/(t) = —2tsi2”(t) = 0, y"(t) = 6t,
2"(t) = —2. Rezultd cd ecuatia planului osculator intr-un punct curent al
curbei C = Imc este

r—2t4+1 y—1t3 z4+t2-1
T 2 3t2 —2t =0«
0 6t -2

o ¢ 6t2x 44y + 12tz — 483 + 6t2 — 12t = 0.
Vectorul normal la planul osculator este 7o (6t2,4,12t) iar normala la

planul 7 este (7, —12, 5). Conditia ca cele doua plane sa fie perpendiculare

este )
(M0, Tix) = 0 5 4267 + 60t — 48 =0 = 11 = =2, 1y = .

Prin urmare, ecuatiile planelor osculatoare cautate sunt
7T01:6$+y—62+20=0

si
mo2 : 168x 4 343y + 588z — 484 = 0.

Problema 10.2.6 Sa se scrie ecuatiile binormalelor la curba C = Ime,
unde

t

care sunt perpendiculare pe dreapta d:x+y =0, 4 — z = 0.

c(t) = <1,t, 2% — 1) , t € R\{0},

Rezolvare. Prin deriviri succesive obtinem ¢(t) = (—1/t2,1,4t) si
é(t) = (2/t3,0,4). Binormala intr-un punct curent al curbei in spatiu este
directionata de vectorul

ik 12 - 2 -
ety xét)=| -1/t 1 4t | =4 it
2/t2 0 4
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Normalele la planele care determina dreapta d sunt 71(1,1,0) si
m2(4,0, —1) iar directia dreptei d este datd de vectorul
k
0

T =T X Ty = = —i+7j —4k.

B =
S = S

-1
Conditia de perpendicularitate a binormalei cu dreapta d este

(6() X B(1),T) = 0t 5+ =

= t1=t2=—1, ts = 2.

0et3—3t—2=0=

In concluzie, binormalele cautate au ecuatiile

z+1 y+1 =2-1
2 6 1

By :

si

]
Problema 10.2.7 Sa se calculeze lungimile urmdatoarelor curbe in spatiu:
a) C1 =Imey, ¢ : [0, 7] — R3, unde
c1(t) = (e cost, e sint, e');

b) Cy =TImecy, ¢z : [0,1] — R3, unde

Rezolvare. a) Vectorul viteza al curbei Cy este
¢1(t) = (e'(cost —sint), e’ (sint + cost), e")

iar norma vectorului viteza este ||é1(t)|| = ¢*v/3. In concluzie, avem

L(Cy) = /Oﬂ e'\/3dt = \/?:et‘;r =V3(e" —1).
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b) Vectorul viteza al curbei Cy este

iar norma vectorului viteza este

llea(@)] = 7

In concluzie, avem

L(Cy) = %/01 (e +e ) dt = % [et|(1) — e_t\é] — % <e %) .

Problema 10.2.8 Sa se arate ca curbele in spatiuv nu sunt parametrizate
canonic §i, in consecintd, sa se reparametrizeze canonic prin lungimea de
arc:

a) C1 =Imep, unde ¢1(t) = (cos2t,sin2t,t), t € R;
b) Cy = Imcg, unde co(t) = (! + et et —e™4,2t), t € R.

Rezolvare. a) Avem ¢1(t) = (—2sin2t,2cos2t,1), ceea ce implicd
l|e1(t)]] = v/5 # 1. Construim parametrul canonic prin lungimea de arc

s = /Ot llé1(o)||do = /Ot V5do = \/5t.

Scriind ¢ in functie de s, gisim ¢t = s/4/5. Cu alte cuvinte, avem C; = Im ¢y,
¢1:R — R3, unde

ci(s) = <cos£ sinﬁ i)
' VERRGRNVEV
b) Avem ¢o(t) = (¢! — e, el + e7t,2), ceea ce implica
lea(®)]| = (e" +e ) V2 # 1.

Construim parametrul canonic prin lungimea de arc

s:/ ||c'2(0)Hd0:\/§/ (e”Jre*U)dcr:\/i(et—e*t).
0 0
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Scriind ¢ in functie de s, gasim

) )
0<etZM@t:1nm'
2V/2 22

Cu alte cuvinte, avem Cy = Iméy, 2 : R — R3, &(s) = (x(s), y(s), 2(s)),
unde

s+vVs2+8 22

x(s) = + ,
s) 22 s+ Vs?2+8
(5) = S+\/s2+87 2v/2

Y 2v/2 s++s2 +8

5+ /5?2 +8

z(s) = 2ln———.

2v2

Problema 10.2.9 Sa se determine curburile si torsiunile urmdatoarelor
curbe in spatiu:

a) C1 = Imcy, c1(t) = (2t,¢2,Int), t > 0, intr-un punct arbitrar;
t2

b) Cy = Imey, cao(t) = <cos t,sint, 5) , in punctul P(t = 0);

¢) C3 =Imes, c3(t) = (cost,sint, cos2t), in punctul P(0,1,—1).

Rezolvare. a) Prin deriviri succesive obtinem

Gr(t) = <2,2t,%>, é(t) = <0,2,—t12>, Et) = <00t33>

Produsul vectorial intre vectorii ¢1(t) si é1(t) este

i j k oo
at)xat)=|2 2t 1/t |=——i+5j+4k,
0 2 -1/
ceea ce implica
. . 2(2t2 + 1)
la®) <&@l = —75—
Deoarece avem
2241

lex (8] = =



228 CAPITOLUL 10. CURBE IN SPATIU

si
2 2t 1/t 3
det[é1(t),é1(t), ¢1(t)] =10 2 -1/t |= 3
0 0 2/t
rezulta ca curbura are expresia
[lex(t) x & @) 2t
K t = - = s
D= "aer . - eE
iar torsiunea este data de formula
() = det [¢1(t), ¢1(t), €1(t)] _ 2t
 lla@xar @2+

b) Prin derivari succesive obtinem

¢o(t) = (—sint, cost,t) = ¢2(0) = (0,1,0),
éa(t) = (—cost,—sint, 1) = é2(0) = (—1,0,1),
‘Co(t) = (sint, —cost,0) = ¢2(0) = (0,—1,0).

Produsul vectorial intre vectorii ¢2(0) si é2(0) este

A
CQ(O) X CQ(O) = 0 1 0|=1+4+ k’,
0 1

-1
ceea ce implicd ||é2(0) x &(0)|| = v/2. Deoarece avem ||é2(0)|] = 1 si
0 1 0
det [¢2(0),&(0), E2(0) = | -1 0 1]|=o0,
0 -1 0

rezulta ca curbura in punctul P are expresia

ea(0) x &0)]]
kP ==por = V?

1ar torsiunea in punctul P este data de

det [¢2(0),&2(0), 2(0)]
[[¢2(0) x é2(0)]]?

7(P) = = 0.
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c) Este evident ca punctul P(0,1,—1) € C3 este corespunzitor valorii
t = 7/2. Mai mult, prin deriviri succesive obtinem

¢3(t) = (—sint, cost, —2sin2t) = é3(m/2) = (—1,0,0),
é3(t) = (—cost,—sint, —4 cos2t) = ¢3(m/2) = (0,—1,4),
‘¢3(t) = (sint, — cost,8sin2t) = ¢3(w/2) = (1,0,0).

Produsul vectorial intre vectorii é¢3(m/2) si és(m/2) este

i
e3(m)2) x é3(n/2) =| —1 0
0 -1

45 + k,

~ O
I

ceea ce implica ||¢3(m/2) x é3(m/2)|| = V/17. Deoarece avem

lles(m/2)]] = 1
si
-1 0 0
det [¢3(m/2),é3(m/2), Cs(m/2)]=| 0 —1 4 |=0,
1 0 0

rezulta ca curbura in punctul P are expresia

st /2) < /20l _
KO = e VT

iar torsiunea in punctul P este datd de

et [éa(m/2), Es(m/2), Ea(n/2)]
") = TG <

Problema 10.2.10 Sa se determine versorii triedrului lui Frénet, ecuatiile
muchiilor gi fetelor triedrului lui Frénet, curbura gi torsiunea, intr-un punct
curent sau tntr-un punct fizat, la curbele:

a) C1 =Imecy,cr(t) = (2,¢,13 — 20), t € R, intr-un punct arbitrar;

b) Cy: 2%+ 22 = 4, 2% +4? = 2, in punctul P(1,1,/3).
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Rezolvare. a) Prin derivari succesive obtinem
1 (t) - (2t7 17 3t2) ) Cl(t> = (27 07 6t> ) Cl(t> = (07 07 6) :

Produsul vectorial intre vectorii ¢1(t) si ¢1(t) este

i j k ~
a) xé(t)=|2t 1 3t |=6ti— 6t% — 2k.
2 0 6t

Deoarece avem

e (8)]] = v/9td + 42 + 1
l|e1(t) x &(8)]] = 2v/9t4 + 912 + 1,

rezulta cd versorul tangent este

si

1 ) 1

T(t) = ——— - é1(t) = ——— - (2t, 1, 3¢?
O =Taan 49~ Ve #L)
iar versorul binormal este
. .. 1
ler(t) x &)l Vot + 92 + 1
Deducem ca versorul normal este
N(t) = B(t)xT(t) =
1 i k
= —— —— 3t =32 -1 |=
VOt 4912 + 1.9t + 42 + 1 9 1 32
1

(1—9t*, —9t® — 2t,6t° + 3¢) .

VO F O +1- Vot 142 + 1
In consecintd, ecuatia tangentei este

x—tz_y—t z— 13420

2t 32
ecuatia binormalei este

x —t? _y—t_z—t3+20
3t =32 -1
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iar ecuatia normalei principale este

x —t? y—t _z—t3+20

1—-9t4 (92 +2)  3t(2t2+1)°

Ecuatia planului normal este
(=) -2t +(y—1t)- 1+ (z—t*+20) -3t =0,
ecuatia planului osculator este
(z—1*) - 3t+(y—1t)- (=3t?) — (2 =t +20) =0
iar ecuatia planului rectificant este
(z— %) (1 —9t*) —t(y —t) (9> +2) + 3t (z — t* +20) (2t + 1) = 0.
In final, deoarece avem
2t 1 3t
det[¢1(t),é1(t), ¢1(t)]=| 2 0 6t | =—12,
0 0 6

rezulta ca curbura are expresia

Ky~ Ja@xa@l __ 2/AFTor T
e @IF (9 1 42 + 1) Vor T A 1 1

iar torsiunea este datd de formula

B CCTORETORT0) B
l[e1(t) x & (t)]|? 9t4 + 92 +1°

b) Fie functiile f(z,y, z) = 22+ 22 —4 i g(x,y, 2) = 22 +y? — 2. Deoarece

avem
D(f.9)
D(y, )
rezultd din Teorema Functiilor Implicite c& din ecuatiile f(z,y,z) = 0 si

g(x,y,z) = 0 putem scoate pe y si z ca functii de z. In consecint#, putem
parametriza local curba Cy = Imcy luand = =t, y = y(t), z = 2(t), unde

:'0 2\/3‘:4\/5#0’
P(1,1,V/3) 2 0

f@t,y(), 2(t) = 051 g(t, y(t), 2(t)) = 0.
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Mai mult, avem y(1) = 1 si 2(1) = /3 si deci punctul P(1,1,1/3) este
corespunzator valorii ¢t = 1.
Prin derivarea ecuatiilor t2 432 —2 = 0 si t2 + 22 — 4 = 0 géisim relatiile

t t
t+yy = 0, t+z22/=0=y =-—=, 2 =—-=
Yy z
1
= Jy(1)=-1, /1) = ——.
y (1) (1) 7
Derivand din nou, obtinem
14 (y/)2 +yy” = 0, 1+ (:/)2 +22"=0=
2 2
I () S ECI
Y z
S (1) = -2, (1) = ——
) 3\/3
Derivand in continuare, deducem ca
3y/y// +yy/// — 07 32/2:// +ZZ”/ — 0 =
N y”/ _ _3y/y//7 Z, _ _32/2// N
z
4

= y”/(l) — *6, Z”/(l) _

35

Prin derivari succesive obtinem
1
) = (15/.2) = &) = (11— ).
V3
4
éa(t) = (0,y",2") = é(1) = (0,—-2, ——= ) ,
(0= 0,57 = o) = (0.2~

Ca(t) = (0,9",2") = ¢2(1) = (0, —6, —%) :

Produsul vectorial intre vectorii é¢o(1) si é2(1) este
J k

2 - 4 - -
-1 —1/V3 |=——=i+—=j 2k
2 —af@ayE) | VBBV

oot =2

éa(1) X éa(1) =

O =

Deoarece avem
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Jeath) x a1 = = 522

rezulta ca versorul tangent este

si

iar versorul binormal este

e(1) x &(1) 3v3 < 1 2 1)
3v3 33 '

P e xaml ~ e

Deducem ca versorul normal este

9 i j k
N(1) = B)xT(1)=——=| -1/(3V3) 2/3V3) -1 |=
W 1 -1 -1/V3
- T\E(n,m,ﬁ).

In consecintd, ecuatia tangentei este

sc—l_y—l_z—\/g
VR I

ecuatia binormalei este

11 10 V3

Ecuatia planului normal este
(z-1)V3=(y—1)- V3 (2= V3) =0,
ecuatia planului osculator este

~@-1)+2(y—1)-3v3 (2 - V3) =0
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iar ecuatia planului rectificant este
(2= 1)+ 10(y — 1)+ 3 (2 = V3) = 0.

In final, deoarece avem

1 -1 —-1/V3 16
det [¢2(1),é2(1), C2(1)] =] 0 —2 —4/(3V3) | = ——=,
0 -6 —4/(3v3) | V3

rezulta ca curbura are expresia

o) x B0 8VE
KO =""aopr ~ 1

iar torsiunea este datd de formula

det [¢éa(1),E2(1), ¢ o(1)] 3v/3

=L xamE s

10.3 Probleme propuse

Problema 10.3.1 Sa se arate cd curba in spativ C' = Imc, unde
2 1 2,2
et) = (=2t 5 +% 12 — 2t — 1), teR\{0},
are imaginea tnclusa intr-un plan it sa se determine ecuatia acestui plan.

R.Avem C =ImcCwm,unde 7 : —x +2z+1=0.

Problema 10.3.2 Sa se arate cd curba in spativ C' = Imc, unde

(t) ¢ r i teR
C =

L+2 4+t 1+ 2+t 1+ 12484 )7 ’
are imaginea inclusd intr-o sfera.

R. Avem C =Ime C (5), unde

2 AT
(S):x +<y 5 +z—4.
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Problema 10.3.3 Sa se arate cd curba in spativ C' = Imc, unde
c(t) = (a cos’ t,av/2sint cost, asin® t) ,a>0,teR,
are imaginea inclusa intr-un con.

R. Eliminand parametrul ¢ € R, gasim cd avem C' = Imc¢ C X, unde
¥ : y? = 2z2. Efectuand rotatia in spatiu

1 /
r=—("+7
y=v

1
z=—(—2'+7),

V2

deducem c& cuadrica X este conul cu varful in origine, definit de ecuatia
2,$/2+y/27z/2:()
Curba data se afla la intersectia acestui con cu planul 7 : z + z = a.

Problema 10.3.4 Sa se scrie ecuatia planului normal la curba C = Imec,
unde
c(t) = (Int,2t,¢%), t >0,

care este paralel cu dreapta d:x+4y =0,y — 2z =0.
R. m—y:z+2y+22-6=0.
Problema 10.3.5 Sa se scrie ecuatia planului normal si ecuatiile tangentei
la curba g1
C: { 2?1
in punctul P (V/2/2,—/2/2,7/2/2) .
rT—y—+2=0

;NpC:2x+2y+22—\/§:0.
r—2=0

R. TpC': {
Problema 10.3.6 Sa se gaseasca ecuatiile planelor osculatoare la curba in
spativ C' = Imc, unde

c(t) = (t* — 1,3 +1,-2t), t € R\{0},

care sunt paralele cu dreapta
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R. W(Ots;_m cx 44y +82—19 =0;
ngc_l):x+2y+z—2:0;
TG w— 6y — 272 — T4 =0.

Problema 10.3.7 Sa se scrie ecuatiile binormalelor la curba C = Imec,

unde )
c(t) = <¥,lnt, t2>, t>0,

care sunt paralele cu planul m:x —y+8z+5=0.

r—1 y—In2 244
R.B — . p— = .
(t=2)" "¢ 24 1

Problema 10.3.8 Fie curba in spativu C' = Imc, unde

c(t) = (t,sint, o(t)), t € R.

Sa se determine functia @ astfel incdt binormalele curbei C sd fie paralele
cu planul zOz.

R. ¢(t) = at + b, unde a,b € R.

Problema 10.3.9 Sa se scrie ecuatiile normalelor principale la curba in
spatiu C' = Imc, unde

1
c(t) = <z,1nt, t> , t>0,
care sunt paralele cu planul 7 : 5x + 2y — 5z —1=0.

r—=2 y+klh2 2z-1/2

R. Ni=1/2) 1 5 5
xr—1 y =z-1
No=yy i —5= == 37
x—1/2 y—In2 2z-2
Ne—n —5— =" ="

Problema 10.3.10 Sa se gdseascd ecuatia planului rectificant la curba in
spatiu C = Ime, unde

c(t) = (t,£%,8%), teR,

care este paralel cu planul 7 : 11lx 4+ 8y — 92+ 4 = 0.
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R. 7 1l + 8y — 92 — 10 = 0.
Problema 10.3.11 Sa se calculeze lungimile urmatoarelor curbe in spatiu:

a) C1 =Imecy, ¢p : [0,1] — R3, unde

c1(t) = (tcost,tsint,t);

b) Cy =TImecy, ¢ : [0,1/4] — R3, unde

cot) = (82 —t, 82+ 1,1).

V3 —1n2 (4 +31In3)v/2

R. a) L(C1) = In(1+ V3) + =51 b) L(Cy) =

Problema 10.3.12 Sa se arate ca curbele in spatiu nu sunt parametrizate
canonic g1, tn consecintd, sa se reparametrizeze canonic prin lungimea de
arc:

t2
a) C1 =Imecy, unde ¢ (t) = <cost,sint, E) ,tEeR;

2
b) Cy = Im ¢y, unde co(t) = <tcost,tsint, %) ,teR.

R. a) 2s =In(t + V2 + 1) + tvVt2 + 1;

[, 1 [, 1
b)4\/§-s:21n<t+ t2—|—§>+4t t2+§+ln2.

Problema 10.3.13 Sa se determine curburile si torsiunile urmdatoarelor
curbe in spatiu:

t
a) C1 =Imey, c1(t) = <t —sint, 1 — cost,4sin 5) , t € R, tntr-un punct

arbitrar;

4 3
b) Cy = Imey, ca(s) = <S coss,l—sins,—g coss), unde s > 0 este
abscisa curbilinie, intr-un punct arbitrar;
c) C3 =Imes, c3(t) = (t,tz,t4) , in punctul P(t =1);

d) Cy =Imey, ca(t) = (et,e*t, \/§t) , in punctul P(1,1,0).
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R KO )< SR

c¢) K(P) = 2y101/(21y/21); 7(P) = 12/101.
d) K(P) =v2/4; 7(P) = —v2/4.

Problema 10.3.14 Sa se determine versorii triedrului lui Frénet, ecuatiile
muchiilor gi fetelor triedrului lui Frénet, curbura st torsiunea, intr-un punct
curent sau tntr-un punct fizat, la curbele:

a) C1 =1Imey, c1(t) = (12,1 — t,t3), t € R, intr-un punct arbitrar;

b) Cy = Imey, ca(t) = (tcost, —tsint, 2t), t € R, intr-un punct arbitrar;
c) C3 = Imecs, c3(t) = (cos®t,sin®t, cos 2t), in punctul P(t = 7/4);

d) Cy: 2 =322 y =623, z € R, intr-un punct arbitrar;

e) Cs: xyz =1, 4% =z, in punctul P(1,1,1).

1

R.a) T(t) = ——————— - (2t, —1, 3t?) — versorul tangent;

) T(E) 94 + 42 + 1 ( ) &

1
B(t) = ———— - (—3t, —3t%,1) — versorul binormal;
0 VOt 4 9t2 + 1 ( )
1

N(t) (1 — 9t4,9t3 + 2t, 3t + 6t3) —

VOO 119 A 1 1
versorul normal;

—t2 — 1+t —t3
th —_l 71+ = Z3t2 — tangenta;
x—tz_y—lth_z—t?’
-3t =32 1

r —t? y—1+t z— 13

— binormala;
1—9t8 ~ 93 +2t  3t+ 663
—3t(x —t?) — 3t?(y — 1 +t) + z — t3 = 0 — planul osculator;
2t(x — t?) —y + 1 —t + 3t3(z — t3) = 0 — planul normal;

(1—9t%) (x—t*)+ (98 + 2t) (y—1+t)+ (3t + 6t°) (z — %) = 0 — planul
rectificant;

— normala principala;
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29t +9t2 + 1
(9t + 482+ 1) V9t + 4t2 + 1
3
= ——
)= o1

b) Se procedeaza ca la punctul a).

K(t) = — curbura;

— torsiunea.

s 1 3V2 32 <
c) T <Z> =5 (T’ 5 4) — versorul tangent in P;
1
B (%) =5 (2v/2, —21/2, —3) — versorul binormal in P;
N (%) = (?, g, 0) — versorul normal in P;

—v2/4 —v2/4
z \/—/ _ \/—/ —iftangentainP;

~3/2 3v2 -8
m—\/§/4:y—\/§/4_ z

= — — binormala in P;

2v2 -2v2 -3
sc—\/§/4:y—\/§/4:z
1

1 0 normala principala in P;

2v2x — 2/2y — 3z = 0 — planul osculator in P;
—3v/2z + 3v/2y — 82 = 0 — planul normal in P;
2z + 2y — /2 = 0 — planul rectificant in P;

™\ 3V/10 ) i 32 o
K (Z) =0 curbura in P; 7 (Z) =0 torsiunea in P.

d) O parametrizare a curbei este Cy = Imcy, cs(t) = (3t2,6t3,¢), t € R.
In continuare, se procedeazi ca la punctul a).

e) O parametrizare a curbei este C5 = Imecs, c5(t) = (t2,t,173),
t € R\{0}. Punctul P este corespunzator valorii ¢ = 1.
se procedeaza ca la punctul c).

In continuare,

Problema 10.3.15 Fie curba in spativ C = Im ¢, unde
c(t) = (cost,sint, p(t)), t € R.

a) Sa se determine functia ¢ astfel incit curba C sa fie o curba plana.
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b) Cu ¢ astfel gasit, sa se determine curbura gi torsiunea curbei, stiind ca

R. a) Punand conditia 7(t) = 0, V ¢t € R, gasim ecuatia diferentiala
() + /() =0,
care are solutia generala
o(t) = a+ Bcost +ysint, a, B,y € R.

b) Conditiile impuse aplicatiei ¢(t) implicd constantele « = —1, § =1
si v =1, adica avem

o(t) = =1+ cost +sint, t € R.

In acest caz, avem K (t) = V3 siT(t)=0,VteR.
(2 — sin2t) /(2 — sin 2¢)




Capitolul 11

Suprafete

11.1 Elemente teoretice fundamentale

In spatiul afin euclidian al vectorilor liberi din spatiu £ = (Es, Vs, ),
avand fixat un reper ortonormat R = {O; i,7,k}, o suprafatd poate fi
definitd in doud moduri: implicit sau parametric.

Definitia 11.1.1 Se numeste suprafatd definita implicit in & o
multime de puncte din spatiu P(x,y, z) ale caror coordonate verifica o relatie
de forma ¥ : f(z,y,2) =0, unde f : R — R este o functie diferentiabild cu
proprietatea

(grad f)(P) = <%(P), g—i(P), %(P)) #(0,0,0), VPekX.

Deoarece vectorul (grad f)(Py) reprezinta directia normalei la planul
tangent in punctul Py(zg,yo, 20) la suprafata ¥, rezulta ca ecuatia planului
tangent in Py la suprafata X se scrie

of

TnZ (o~ 20) L (R) + = w) 2R + 0 S (B =0,

iar ecuatia dreptei normale in Py la suprafata Y. are expresia

Np S : r—%o  Y—Yo 22— 20
T T 0
(%(Po) 8y(Po) 82(130)

Definitia 11.1.2 Se numeste suprafata parametrizata simpla in Es o
aplicatie diferentiabila v : D C R? — R3 (D multime deschisd in R?),

241
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definita prin
r(u,v) = ((w,v),y(u,v), 2(u,v)), V (u,v) €D,
st avdnd proprietatea de regularitate

Ty X1y %0, V (u,v) €D,

“\ouwouw ou) Y \ov ow v )’

Multimea de puncte ¥ = Imr = {P(z(u, v),y(u,v), z(u,v)) | (u,v) € D}
reprezintd imaginea geometricd a suprafetei parametrizate r. Prin abuz de
limbaj, vom numi si multimea 3 tot suprafatd parametrizatd simpla.

Deoarece vectorul (r, x r,)(P) reprezintd directia normalei la planul
tangent in punctul P = r(u,v) la suprafata ¥ = Imr, rezultd ca ecuatia
planului TpX tangent in P(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) la 3 se scrie

unde

(z — 2(u, v))N1(u, v) + (y — y(u, v)) Na(u, v) + (2 — 2(u, v)) N3(u,v) = 0,
iar ecuatia drepter Npd normale tn P la Y are expresia

r—x(u,v)  y—ylu,v) z—z(u,0)

Nl(uav) B NQ(uaU) B N3(U7U)’
unde
ou Ou ou Ou
Ni(u,v) = , No(u,v) =— ,
ov Ov ov Ov
or oy
ou Ou
Ns(u,v) =
or oy
ov Ov

Definitia 11.1.3 Se numeste prima forma fundamentalda sau metrica
suprafeter ¥ = Imr aplicatia g : ¥ — My(R) definita prin

E(P) F(P)

g(P) = < F(P) G(P) ) VPey,
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unde
E(P) = (ry,ru) (P), F(P)={(ru,rv) (P), G(P)=(ry,r)(P)

se numesc coeficientii primei forme fundamentale a suprafetei 3 in
punctul P.

Aria unei suprafete parametrizate simple > = Imr se calculeazd dupa

formula
AX) = // Vdet gdudv = // V EG — F2dudv.
D D

Este de remarcat faptul cd intotdeauna avem (detg)(P) > 0,V P € %.
Forma diferentiald do = vV EG — F2dudv se numeste elementul de arie al
suprafetei ¥ = Im .

Definitia 11.1.4 Daca avem o suprafata parametrizata simpla 3 = Imr i
o curbd plana

c:ICR—DCR?  ct) = (ut),v(t)),
atunci curba in spatiu

C:ICR—XCR3 &) =r(u(t),v(t)),
se numeste curba pe suprafata .

In particular, daci avem un punct P = r(ug,vp) fixat arbitrar pe
suprafata 3, atunci curbele pe suprafata 3, definite prin ¢, (t) = r(ug+t, vo)
si ¢y(t) = r(up,vo +t), t € R, se numesc liniile de coordonate ale suprafetei
>, care trec prin punctul P.

Propozitia 11.1.1 Lungimea unei curbe ¢(t) = r(u(t),v(t)), t € [a,b], pe
suprafata X se calculeazda dupad formula

L@ = / b \/ BE®) (%)2 + 2F(E(t))%% +G(E®) <%)2dt.

Fie dous cutbe ¢; : 1 CR - X CR3¥sicy: b CR — X C R? pe
suprafata 3, exprimate prin ¢; (t) = r(ui(t),v1(t)) si ca(7) = r(u2(7), v2(7)),
care se intersecteazd in punctul P = r(uy(t), v1(to)) = 7(u2(70), v2(70)).
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Propozitia 11.1.2 Unghiul ¢ format de curbele ¢1 si ¢y in punctul P se
calculeazd dupa formula

Eujuy + F (ujvh + uhjvy) + Guivs
VEGRE  2Fu,, + G0y - () + 2Fug + Gop

cos p =

unde coeficientii E, F' si G ai primei forme fundamentale sunt calculati in
punctul P, derivatele functiilor ui §i v sunt evaluate in tg si derivatele
functiilor us §i vo sunt evaluate in T¢.

S& orientdm suprafata parametrizata simpld > = Imr cu ajutorul wver-
sorului normal N(P) intr-un punct arbitrar P = r(u,v) al suprafetei, versor

definit de relatia .

B [[7y X 7]

N(P) rw X ]

Cu alte cuvinte, ne-am fixat atentia asupra unei fete a suprafetei 3.
Sa consideram in acelagi timp vectorii

_(Px Py Pz _(PPz Py 2
"o =\ 0w o2 ) " T\ 002 92 902 )

B Px Py 0%z
"wo =\ Gudn’ dudw’ udv )

Definitia 11.1.5 Se numegte forma a-Il-a fundamentald o suprafetei
parametrizate simple ¥ = Imr aplicatia b: 3 — Ma(R) definiti prin

b(P)z(if(PP% TZ((;) ) VPey,
unde

{(P) = (ruu, N) (P),  m(P) = (ruv, N) (P), n(P) = (1, N) (P)

se numesc coeficientii celet de-a-II-a  forme fundamentale a
suprafetei 3 in punctul P.

Definitia 11.1.6 Se numeste aplicatia Weingarten a suprafetei Y =
Imr aplicatia L : ¥ — My(R) definitd prin

L) = 0P = [t (g e e )] (Ph v Pes
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Un vector tangent in punctul P = r(u,v) al suprafetei ¥ = Imr, definit
prin v = vy -7y (P)+ v 7, (P), unde v1, v2 € R, se numeste directie principald
dacd perechea (v1,v2) este un vector propriu al aplicatiei Weingarten L(P).

Daca punctul P are proprietatea ca orice vector tangent v € TpX
este o directie principala, atunci punctul P se numeste punct ombilical al
suprafetei. Evident, un punct P = r(u,v) este ombilical daci si numai daca
J «a € R* astfel incat

L(P) = al, = = >):a.

Observatia 11.1.3 Din punct de vedere geometric, in punctele sale ombil-
icale, o suprafata X se curbeaza la fel de tare in toate directiile.

Daca un punct P al unei suprafete 3 nu este ombilical, atunci in acel
punct existd doud gi numai doud directii principale. O suprafata cu toate
punctele ombilicale se numegte suprafaia total ombilicala.

Definitia 11.1.7 Functia scalara K : 3 — R definita prin

B detd In —m?2

K(P) = (detL)(P) = @( )= m(P),

se numeste curbura Gauss sau curbura totala a suprafetei ¥ = Imr.

Definitia 11.1.8 Functia scalard H : ¥ — R definita prin

H(P) = %(Trace L)(P) = ZGQ(EQg‘f ;Z?E ),

se numeste curbura medie a suprafetei ¥ = Imr.

O suprafatd ¥ cu curbura medie identic nuld (i. e. H(P) =0,V P € ¥)
se numegte suprafata minimald. Este important de remarcat faptul cd dintre
toate suprafetele care au aceeasi frontierd, suprafetele de arie minima au
proprietatea de a fi suprafete minimale. Reciproca nu este valabila.

Definitia 11.1.9 Functiile scalare K1, Ko : 3 — R definite prin

Ki2(P)=(H++VH?—-K)P), VPeY,

se numesc curburile principale ale suprafetei ¥ = Imr.
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Curburile principale ale suprafetei > sunt valorile proprii ale aplicatiei
Weingarten. Prin urmare, acestea verifica relatiile

K= KKy si H:%.

Observatia 11.1.4 Din punct de vedere geometric, in cazul punctelor
neombilicale ale suprafetei 35, curburile principale masoarda gradul de in-
covotere al suprafetei de-a lungul celor doud curbe oblinute prin intersectia
suprafetei 1 cu cele doud plane determinate de normala la suprafata si di-
rectiile principale.

In final, s& remarcim c&, din punct de vedere geometric, semnul curburii
Gauss intr-un punct P al suprafetei 3, ne oferd informatii despre forma
locald (intr-o vecinitate suficient de mica a punctului P) a suprafetei X.
Astfel, dacad avem:

a) K(P) > 0, atunci, in vecindtatea punctului P, suprafata ¥ are forma
unui paraboloid eliptic (aratd ca un ”"deal” cu varful in P). Aceste
tipuri de puncte se numesc puncte eliptice.

b) K(P) < 0, atunci, in vecinitatea punctului P, suprafata 3 are forma
unui paraboloid hiperbolic (aratd ca o ”sa” centratd in punctul P).
Aceste tipuri de puncte se numesc puncte hiperbolice.

¢) K(P) = 0 si o curburd principald este nenuld, atunci punctul P este
situat pe generatoarea unui cilindru parabolic. Aceste tipuri de puncte
se numesc puncte parabolice.

d) ambele curburi principale nule, atunci nu se poate preciza cu exactitate
forma suprafetei ¥ in vecinitatea punctului P. Aceste tipuri de puncte
se numesc puncte planare.

Fiec: I C R — X, ¢(t) = r(u(t),v(t)), o curba pe suprafata parame-
trizata X = Imr, provenitd din ridicarea pe suprafata > a curbei parame-
trizate plane ¢(t) = (u(t),v(t)) din domeniul D al planului uOwv.

Definitia 11.1.10 Curba ¢ se numeste linie de curbura sau curba prin-
cipald o suprafetei 3. daca nu contine puncte ombilicale i dacd pentru orice
t € I vectorul tangent ¢(t) este directie principald in punctul ¢(t).
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Presupunénd ca prin eliminarea parametrului ¢ imaginea curbei plane ¢
este descrisa de graficul Ime : v = v(u), deducem ca ecuatia diferentiala,
care determina liniile de curburd ale suprafetei 3, este

' _dv
du du
E F G

l m n

=0.

Definitia 11.1.11 Curba ¢ se numegte linie asimptotica a suprafetei 3
daca pentru ¥ t € I vectorul acceleratie ¢(t) este perpendicular pe versorul
normal N (c(t)) al suprafetei 3.

Presupunénd ca prin eliminarea parametrului ¢ imaginea curbei plane ¢
este descrisd de graficul Imc : v = v(u), deducem ca ecuatia diferentiala,
care determind liniile asimptotice ale suprafetei X, este

dv 2 dv

Definitia 11.1.12 Curba ¢ se numeste geodezica a suprafetei o dacd pen-
tru¥ t € I planul osculator la curba mo(c(t)) contine versorul normal N (¢(t))
al suprafetei 3.

Presupunénd ca prin eliminarea parametrului ¢ imaginea curbei plane ¢
este descrisa de graficul Ime : v = v(u), deducem ca ecuatia diferentiala,
care determind geodezicele suprafetei 3, este (versorul binormal B este per-
pendicular pe N))

det + @ @ + +2 @ + @ i X =0
€L | Ty T Ty duaTv 2 Tuu Tuv du Tvv du yTu X Ty | = U

Este important de remarcat faptul cd drumul cel mai scurt dintre doua
puncte distincte ale suprafetei 3 este o geodezica. Reciproca nu este valabila.

11.2 Probleme rezolvate

Problema 11.2.1 Sa se scrie ecuatiile parametrice ale urmdatorelor
suprafete definite implicit:

a) X1 : 22 +y? = R%, R >0, (cilindru circular);
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2 42 2 o
b) Yo — + o) + i 1=0, a,b,c >0, (elipsoid);
22y 2 ' . )
c) Xs: = + i 1=0, a,b,c >0, (hiperboloid cu o panza);
22 o2
d) ¥4 : prinl i 2pz, a,b,p > 0, (paraboloid hiperbolic);

e) N5 : (22 + 92+ 22+ R? —r?)? = 4R%(2® +y?), R > r > 0, (tor circular);

1—/1— 22— 2
f)Yg:2=—y1—a22—9y2—1In \/sz y,x2+y2€(0,1],z>0,
T Yy

(pseudosfera);

Rezolvare. a) Deoarece ecuatia care defineste cilindrul circular ¥; se

poate scrie sub forma
2 2
. vy _
A R

putem presupune cd x = Rcosu si y = Rsinu, u € [0,27). Evident,
variabila z fiind arbitrard, putem lua z = v, v € R.

In concluzie, cilindrul circular ¥; este reuniunea dintre generatoarea

d:x =R,y =0 si suprafata parametrizatd ¥} = Imr, unde
r1:(0,27) x R — R3, r1(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v).

b) Putem considera cd avem

2 92 2
?4_?:)\7 A>0.

In aceste conditii, ecuatia elipsoidului Yo se rescrie ca

2
S A4 5 =1,
C

adicd putem lua A\ = cosu si z = ¢sinu, u € [—7/2,7/2). Rezultd cd avem
x =alcosv i y = bAsinv, v € [0, 27).
In concluzie, elipsoidul ¥y poate fi considerat ca reuniunea dintre semi-

elipsa
2 2

+Z =1, 220,
C
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si suprafata parametrizatd ¥ = Imry, unde o : (—7/2,7/2) x (0, 27)— R3,
ro(u,v) = (acosucosv,bcosusinv, csinu).

¢) Procedéand ca la punctul b), ecuatia hiperboloidului cu o panza X3 se

rescrie ca

2,’2

S3: M-S =1
c
Putem sa considerdm parametrizarea A = coshu i z = csinhu, v € R.
Deducem cd x = aAcosv gi y = bAsinv, v € [0,27). Cu alte cuvinte,

hiperboloidul cu o panza >3 este reuniunea dintre hiperbola

2 2
X yA

gl @ a2 bzl
y=20

si suprafata parametrizatd Y3 = Imrs, unde r3 : R x (0,27)— R,
r3(u,v) = (acoshucosv,bcoshusinv, csinhu).

d) S& consideram cazul cand z > 0. In aceasts situatie, putem considera
2pz = u?, u € (0,00), si deducem c& = = aucoshv si y = businhv, v € R.
In cazul z < 0, ludm 2pz = —u?, u € (0,00), si obtinem ci 2 = ausinhv
si y = bucoshv, v € R. In concluzie, paraboloidul hiperbolic ¥4 poate fi
considerat ca reuniunea dintre generatoarele

=0

y
+b

z
D :{ a b , Dy:¢ @
z

z=0 =0

si suprafetele parametrizate X = Imrj si ) = Im 7/, unde

2
i (0,00) x R — R3 7 (u,v) = <aucoshv, bu sinh v, ;—) ,
D

2
M (0,00) x R — R3, 7)(u,v) = <ausinhv, bu cosh v, —;—) .
D

e) Ecuatia torului circular X5 se poate rescrie sub forma

Y5 (Va2 4+y2 — R)? + 22 =12

In aceste conditii, putem realiza parametrizarea /22 +y2 — R = rcosu
si z = rsinu, u € [0,27). Rezultd cd putem lua z = (R + rcosu)cosv
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siy = (R+rcosu)sinv, v € [0,27). Prin urmare, torul circular X5 este
reuniunea dintre cercurile

[ (x—R)?+ 22 =12 2?4+ y?=(R+r)?
o e[

si suprafata parametrizatd Y5 = Imrs, unde 75 : (0,27) x (0, 27)— R3,
r5(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R+rcosu)sinv, rsinu).

f) Deoarece 2% + y% € (0,1], putem lua 22 + y? = cos?u, u € [0,7/2).
Deducem cd avem x = cosucosv, y = cosusinv, v € [0,27), si, prin calcul,
gasim

= —si —ln[tan<z—2>}.
z sinu 179

In concluzie, pseudosfera g poate fi privitd ca reuniunea dintre imaginea
curbei ¢ : [0,7/2)— R3,

c(u) = (cosu,0,—sinu — In {tan (% - g)] ;

cercul C : 22 + 42 = 1, 2 = 0 si suprafata parametrizata ¥; = Imrg, unde
6 : (0,7/2) x (0,271)— R3,

. . T U
re(u,v) = (cosucosv,cosusmv, —sinu — In [tan <Z — §>D .

Problema 11.2.2 Sa se determine ecuatiile carteziene implicite ale
suprafetelor parametrizate:

a) X1 =Imry, ri(u,v) = (u+v,u —v,w), (u,v) € R?;
b) X9 = Imrg, ro(u,v) = (u +sinv, u + cosv,u), (u,v) € R

c) ¥3 =Imrs, r3: (0,27) x (—1/2,1/2) — R3, unde

Tg(u,v):(cosu+vcosucos§,81nu+v81nucos§,sm§).

Rezolvare. a) Deoarece z = u+ v §i y = u — v, deducem ca
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Rezulta ca suprafata X1 este descrisa de ecuatia carteziana implicita

22 — 2

4
Cu alte cuvinte, suprafata 1 este un paraboloid hiperbolic.
b) Este evident cd x — z = sinwv §i y — z = cosv. Prin urmare, suprafata
Y9 este cilindrul eliptic (prin reducerea la forma canonica a cuadricei)

Yi1:z= ®21:x2—y2:4z.

Yo:(x—2)%4(y—2)% =1

¢) Deoarece z = sin(u/2), rezultd cd avem relatiile cos(u/2) = +v/1 — 22,
cosu = 1— 222 si sinu = £22v/1 — 22. Aceasta inseamni ci

r=(1-222)1+£0vvV1—22), y=422v1—22(1+vV1—22).
Prin eliminarea parametrului v obtinem ecuatia carteziana implicita
N3 4x?2 (1 — 2%) = (1 — 22°)2,
unde z € R\{0, +1, £v/2/2} si
T Y 1 1
+ I—=vV1—2214+=-vV1—-22].
1—22% 22\/122€< 2 R z)

Cazurile de exceptie z € {0, 41, £v/2/2} se trateazi separat.
In literatura de specialitate, suprafata Y3 este cunoscutd sub numele de
banda lui Moébius. m

Problema 11.2.3 Sa se arate ca suprafetele
Y =Imry, ri(u,v) = (u+v,uw,u®+03), (u,v)eR?

st
Yo =Imry, ro(u,v) = (u,v,u® — 3uv), (u,v) € R

reprezintd aceeasi suprafata.

Rezolvare. Deoarece in expresia lui 1 avem ¢ = u + v, y = uv i
z =u? + v, deducem ca

z=(u+v)® - 3uv(u+v) =2® - 3zy.
Prin urmare, suprafata X este descrisd de ecuatia carteziana implicita

Y iad—3zy—2=0.
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Analog, considerand cazul parametrizérii ro, deducem ca suprafata 3o
este descrisa tot de ecuatia cartezianad implicita

Yo a3 —3zy—2=0.
In concluzie, am demonstrat cd X1 = Xo. B

Problema 11.2.4 Sa se determine planul tangent si normala la suprafata,
in urmatoarele cazuri:

a) X1z =23+ 43, in punctul P(1,2,9);

(%

b) X9 iz =wue’, y =ue™ ", z = duv, in punctul P(u=2,v=0).

Rezolvare. a) Deoarece avem f(x,y,2) = 2° + y> — 2, prin de-
riviri partiale, deducem ca (grad f)(z,y,z) = (322,3y?, —1). Prin urmare,
obtinem (grad f)(P) = (3,12, —1). In concluzie, ecuatia planului tangent
este

TpY :3x +12y — z — 18 = 0,

iar ecuatia dreptei normale are expresia

x—1 y—2 2-9
3 12 -1

Np> :

b) Avem r(u,v) = (ue’,ue”?,4uv), ceea ce inseamna ca coordonatele
carteziene ale punctului P sunt P(2,2,0). Prin derivari partiale, deducem
ca

ry = (e¥,e Y, dv), 1, = (ue’, —ue ", 4du).
Deoarece r,(P) = (1,1,0) si r,(P) = (2,—2,8), gisim cd normala in P la
suprafata Yo este
j o
N(P) = 1 =8 — 85 — 4k = (8, -8, —4).

DN = .
oo O |

-2
In concluzie, ecuatia planului tangent este
TpY :2x — 2y —z =10,

iar ecuatia dreptei normale are expresia

r—2 y-—2 z
NpY : S
P 2 —2 -1
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Problema 11.2.5 Sa se calculeze ariile torului circular 31 = Imry de raze
R >1r>0 gi a conului circular 3o : fo(x,y,z) =0, ale caror suprafete sunt
definite de

r1(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R+ rcosu)sinv, rsinu),
unde (u,v) € (0,2m) x (0,27), si fa(w,y, 2) = y? + 22 — 22, unde 2% +9* < 1.

Rezolvare. Si calculim prima forma fundamentala a torului circular
>1. Prin derivari partiale, obtinem

r1u = (—7sinucosv, —rsinusinv, r cosu),
roy = (—(R + rcosu)sinv, (R + rcosu) cosv,0).

Prin urmare, coeficientii primei forme fundamentale sunt £ = r%, F = 0 si
G = (R + rcosu)?. Determinantul primei forme fundamentale

o 0
9=\ o (R + rcosu)?

este det g = [r(R + 7 cosu)]?. In concluzie, aria torului circular ¥ se cal-
culeaza dupa formula

2 27
A(2r) = // r(R+r cosu)dudv = r/ </ (R + 7 cos u)dv) du
(0,27) % (0,27) 0 0

2
= 27r / (R + rcosu)du = 2rr(Ru + rsinu)|3™ = 47*Rr.
0

Pentru a calcula aria conului circular s, vom parametriza intai
suprafata. Luand z = u, u € R, deducem cd y = ucosv si z = usinw,
v € [0, 27]. In concluzie, avem suprafata parametrizata

r(u,v) = (u,ucos v, usinv),

a cdrel prima forma fundamentald este

(20
I9=\Vo 2 )

Deoarece, din relatia z2 + y? < 1, gisim ci u € [—v/2/2,v/2/2]. Rezultd c&
aria conului circular 5 se calculeazd dupé formula

V2 2
A(39) = 2// V2ududv = 2\/5/ ’ </ udv) du
(0,4/2/2) % (0,27) 0 0
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= 47r\/§/ udu = 2mv2 - u?| 2 = 1V2.
0

Problema 11.2.6 Se da suprafata parametrizata
Yz =ucosv, y=usinv, z=u+v, (u,v)€R2

a) Sa se calculeze lungimea arcului de curba obtinut prin ridicarea pe
suprafata X a segmentului de pe prima bisectoare C : u = v cuprins
intre punctele P(u=1,v=1) gi Q(u=2,v=2).

b) Sa se calculeze unghiul dintre liniile de coordonate ale suprafetei X.

c) Sa se determine curbele de pe suprafata X care sunt perpendiculare pe
ridicatele curbelor plane C : v = vy, unde vg € R, fizat.

Rezolvare. a) Coeficientii primei forme fundamentale a suprafetei 3
sunt £ =2, F =1si G =1+ 2 Evident, avem C =Imc, unde c: [1,2] —
R2, ¢(t) = (t,t). Rezultd ca avem u(t) = v(t) = t si du/dt = dv/dt = 1.
Ridicata curbei C pe suprafata ¥ este curba

c(t) =r(t,t) = (tcost,tsint,2t), t € [1,2].

Calculand coeficientii primei forme fundamentale in lungul curbei ¢(t), de-
ducem c& lungimea curbei ¢ este datd de formula

2 2
L(c) = /\/E+2F+Gdt:/ 2 + 5dt =
1 1

- g [1n5 — In(1 + V6)] +3?.

b) Fie M (u = up,v = vp) un punct pe suprafata . Liniile de coordonate
ale suprafetei ¥ prin punctul M sunt ridicatele curbelor c¢q,co : R — R2,
ci1(t) = (up + t,vo) si ca(t) = (uo,vo + t). Deoarece avem ui(t) = ug + ¢,
v1(t) = vo, ua(t) = up si va(t) = v + ¢, prin derivare, obtinem ) (t) =
vh(t) = 1 si uh(t) = vi(t) = 0. In concluzie, unghiul ¢ dintre curbele de
coordonate este dat de formula

1

V/2(1 +u(2))'

Cosp = (M) =

.
VEG
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c) Fara a restrange generalitatea, putem cduta curbele necunoscute ca
fiind ridicatele unor curbe de forma C; = Imc¢;, unde ¢; : R — R?, ¢1(t) =
(t,v(t)). Deoarece avem C = Im ¢y, unde ¢z : R — R?, ¢ca(t) = (¢, vp), rezultd
cad ui(t) = t,v1(t) = v(t), ua(t) = t si v2(t) = vg. Prin derivare, obtinem
uy(t) = ub(t) = 1, vi(t) = V() si v4(t) = 0. S& presupunem ca curbele Cy
si C' se intersecteaza in punctul M (u = ug,v = vp), unde ug € R, arbitrar.
Prin urmare, conditia de ortogonalitate a ridicatelor curbelor Cj si C' se
reduce la

{ E+ Fv'(ug) =0 @{ 240 (ug) =0
v(up) = vo v(up) = vp.
Folosind formula de dezvoltare in serie Taylor a functiei v, in vecindtatea
punctului ug, deducem ca

v(t) = =2t + 2ug + vo + O((t — up)?).

In concluzie, curbele ortogonale in punctul M (u = up,v = vp) pe ridicata
curbei C : v = vy sunt ridicatele curbelor C7; = Im ¢y, unde

c1(t) = (t, —2t + 2ug +vo + O((t — ug)?)),
ug € R fiind ales arbitrar. m

Problema 11.2.7 Se gtie ca prima forma fundamentala o unei suprafete

> este
(v 0
9=\ o « )
a) Sa se determine unghiul format de curbele oblinute prin ridicarea pe
suprafata 3 a curbelor plane C1:v=u+1 gi Cy: v+ u=3.

b) Sa se gaseasca traiectoriile ortogonale curbei obtinute prin ridicarea pe
suprafata 3 a curbei plane C :uv =k, k € R*.

Rezolvare. a) Evident, avem C; = Imc¢; si Co = Imco, unde ¢y, ¢ :
R —R?% ci(t) = (t,t + 1), c2(t) = (t,3 — t). Deoarece avem u;(t) = t,
vi(t) =t — 1, ug(t) = t §i va(t) = 3 —t, prin derivare, obtinem u}(t) =
ub(t) = vi(t) = 1 i v4(t) = —1. Punctul de intersectie al curbelor C; si Co
este P(u=1,v = 2), corespunzator lui ¢t = 1. In concluzie, unghiul o dintre
curbele obtinute prin ridicarea pe suprafata X a curbelor C si Cs este dat
de formula

£ ()= 2 (p) =2
VE+2F+G-VE—2F+G ' v*4+u "~ 5

cosp =
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b) Fara a restrange generalitatea, putem cauta curbele necunoscute ca
fiind ridicatele graficelor de forma C; = Imeq, unde ¢; : R — R?, ¢1(t) =
(t,v(t)). Deoarece avem C = Imcy, unde ¢y : R — R% cy(t) = (¢, k/t),
rezulta ca uq(t) = t,v1(t) = v(t), ua(t) = t si vo(t) = k/t. Prin derivare,
obtinem v} (t) = uh(t) = 1, v} (t) = v'(¢) si vh(t) = —k /2. S& presupunem c#
punctul P(u = ug,v = vg), unde v(ug) = vop = k/up, este punctul de inter-
sectie al curbelor C gi C| obtinut pentru ¢ = ug. Conditia de ortogonalitate
a ridicatelor curbelor Cy si C se reduce la

k
E—Gv’(uo)? =0 vg — kv'(ug) =0
ok PN i
v(ug) = vg = — v(up) = vo = ug
uo

Folosind formula de dezvoltare in serie Taylor a functiei v, in vecinidtatea
punctului ug = k/vg, deducem ci

o(t) = %%t+(9 ((tv—’z>2> .

In concluzie, curbele ortogonale in punctul P(u = up,v = 1vp), unde
v(ug) = vo = k/up, pe ridicata curbei C' : uv = k sunt ridicatele curbelor

Ci =Imecy, unde
2 2
[, % _k
o= (oY)

vo = k/up € R* fiind ales arbitrar. m

Problema 11.2.8 Sa se demonstreze ca sfera ¥ = Imr de raza R > 0,
unde

T . .
r:(0,27) x (—5, 5) — R3, 7(u,v) = (Rcosucosv, Rsinucosv, Rsinv),
este o suprafata total ombilicala de curburd constanta.

Rezolvare. Prin derivari partiale, gasim

Ty = (—Rsinucosv, Rcosucosv,0),
ry = (—Rcosusinv, —Rsinusinv, R cosv).



11.2. PROBLEME REZOLVATE 257

Prin urmare, prima forma fundamentala a sferei este

_( R*cos®v 0
9= 0 R2 .

Derivand partial in continuare, obtinem

Tuw = (—Rcosucosv, —Rsinucosv,0),
Tuwy = (Rsinusinv, —Rcosusinv, 0),
Tvo = (—Rcosucosv, —Rsinucosv, —Rsinv).

Tinand cont ca versorul normal la sferd este
N (u,v) = (cosucosv,sinucosv,sinv),

deducem c& forma a-II-a fundamentala a sferei are expresia

b— —Rcos?v 0 __l
- 0 R )T RY

In concluzie, toate punctele sferei sunt ombilicale. Evident, aplicatia lui
Weingarten, in cazul sferei, are forma L = ¢~'b = —(1/R)I>. Rezultd ci
curbura Gauss a sferei este constantd: K =detL =1/R?. =

Problema 11.2.9 Sa se arate ca suprafata ¥ = Imr, unde
r:R? — {(u,v)| u# v} — RS r(u,v) = (u+v,uv,ud +v3),
contine numai puncte hiperbolice.

Rezolvare. In urma calculelor, gasim ca prima forma fundamentala a
suprafetei X este

14049t 14w+ uPe?
I= 1+ w+9u2? 1+2+9* )

A doua formé fundamentald a suprafetei ¥ are expresia

b=+ 3 < 2u u—i—v)
VI+9(u+v)2+9w fuv 022\ utv 2v )’

2

unde semnul ” +” apare cand u > v, iar semnul ” —” apare cand u < v. In

concluzie, curbura Gauss a suprafetei > are valoarea
detb -9

T detg L+ 9(ut0)? + 9 +uvt o222

Deoarece K(P) < 0,V P € %, deducem ca suprafata ¥ contine numai
puncte hiperbolice. ®
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Problema 11.2.10 Si se demonstreze ci pe suprafata ¥ : z = 23 — 3xy2,
punctul O(0,0,0) este un punct planar. (Punctul de intédlnire a trei vas
separate de trei dealuri este un punct planar.)

Rezolvare. Luidnd x = u si y = v, este evident ca avem > = Imr, unde
r:R2 RS r(u,v) = (u,v,ud — 3uv?).

Prin urmare, in urma calculelor, gisim ca prima forméa fundamentala a
suprafetei X este

o 14+9(w? —v?)? —18uv(u? — v?)
9= —18uv(u? — v?) 1 + 36u%v? ’

iar forma a-II-a fundamentald are expresia

b 6 < U —v >
V14 36u20? +9(u2 —v2)2 \ —v —u )
Deducem atunci ca& curbura Gauss a suprafetei ¥ are valoarea

—36(u? + v?)
[1+ 36u2v? + 9(u? — v?2)2]2’

iar curbura medie a suprafetei X este
27 [4P0 — dwn? (u? — v?) — u(u? —v?)?]

[1+ 36u?v2 + 9(u? — Q,2)2]3/2

In concluzie, calculand curburile Gauss si medie in punctul 0(0,0,0),
corespunzator parametrilor v = 0 ¢i v = 0, gasim K(O) = H(O) = 0, ceea
ce implica K7(0O) = K2(0O) = 0. Cu alte cuvinte, punctul O este un punct
planar al suprafetei ¥. S& notam ca acesta este singurul punct planar al
suprafetei . |

Problema 11.2.11 Sa se precizeze care sunt punctele ombilicale ale
suprafeter Titeica X : xyz = 1 g1 sd se calculeze curburile principale
ale acesteia chiar in aceste puncte.

Rezolvare. Parametrizam suprafata Titeica ¥ : xyz = 1 cu ajutorul
aplicatiei r : R?2 — {(u,v) | uv = 0} — R3, unde

() = <uvu—1v> .
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Prin calcul, deducem ca formele fundamentale ale suprafetei Titeica X =

Imr au expresiile

1 1
1+ utv? udv3
g =
1 1
udv3d + u2vt
si
2
g
1 u
C Vutot F a2 + 02 . 2u
v

Conditia ca un punct P = r(u,v) € ¥ si fie ombilical este ca

E(P) _ F(P) G@)
2 2u
T S
1 1 - 1

1+——— —— 1+—==

utv? w3 uZvt

Cu alte cuvinte, in urma calculelor, trebuie si avem u?v* = u*v? = 1, adici

avem patru puncte ombilicale pe suprafata Titeica: P(u = —1,v = —1),
Qu=-1,v=1), Ru=1,v=—-1)si S(u=1,v =1). Este evident ca

o) =a9)= (7 5 ). up=u9=—2(1 ).

g(Q)=9(R>=<_21 ‘21>, b<Q>:b<R>=%(}2 _12)-

Aplicatiile Weingarten in aceste puncte sunt L(P) = L(S) = (1/v/3)I; si
L(Q) = L(R) = —(1/V/3)I5. Prin urmare, curburile principale in aceste

puncte sunt valorile proprii ale aplicatiilor Weigarten, adica avem

K\(P) = Ka(P) = K1 (S) = Ka(S) = %

-

K1(Q) = K2(Q) = K1(R) = K3(R) = —
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Problema 11.2.12 Sa se arate ca elicoidul drept > = Imr, unde
r:R?2 - R3, 7r(u,v) = (ucosv,usinv,v),
este o suprafatd minimald st sa se calculeze curburile ei principale.

Rezolvare. Cu ajutorul derivarilor partiale, deducem ca formele fun-
damentale ale elicoidului drept sunt

(1 0 C_ ] 0 1
9= o 14«2 ) ¥ T " Az2\1 0)°

iar aplicatia lui Weingarten devine

1, 1 0 —(1+u?)
L=g 1b_7(1+u2)3<—1 0 )

Este evident acum ca elicoidul drept este o suprafatd minimald, deoarece
valoarea curburii medii in fiecare punct al elicoidului este

H:%-TraceL:O.

Curbura Gauss a elicoidului drept are valoarea

1
K=detL=——— <0
¢ T+uw)e =

ceea ce inseamna ca elicoidul drept contine numai puncte hiperbolice. In
concluzie, curburile principale ale acestuia se exprima prin

1
Kio=xv-K=4+——.
12 1+ u2
[
Problema 11.2.13 Sa se gasesca suprafetele de rotatie ¥ = Imr, unde
r:R%—{(0,v) | v € R} — R3,

r(u,v) = (ucosv,usinv, f(u)), f€ 02(R*),

care sunt minimale.
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Rezolvare. Formele fundamentale ale suprafetei de rotatie ¥ sunt

R R G

unde f’(u) (respectiv f”(u)) reprezintd derivata de ordinul intai (respectiv
al doilea) a functiei necunoscute f, iar semnele ” +” apar dupa cazurile
u > 0 si v < 0. Expresia aplicatiei lui Weingarten

_ 1 uf” 0
L=—aglp=+— -
g b u(1+f/2>3/2 < 0 f/(1+f/2) )
conduce la curbura medie
Louf' [0+ f7)
2 u(1+f’2)3/2

H:%-TraceL::t

In concluzie, suprafata ¥ este minimald dacs si numai dacs
uf"+ f/(1+ 1) = 0.

Notand acum f’(u) = g(u), deducem ca ecuatia diferentiald anterioard se
rescrie

dg 9 1 1

— =—g(1 & ————dg = —du.
Y 9(1+97) g(1+ ¢?) I=

Prin integrare, in urma calculelor, gasim
2+1 1
_gt =u’C? s g=t—F—=—= C>0.
g O 2 1
e

F) = £+ . 1n

e +InCy, C,Cp>0.

|
Problema 11.2.14 Sa se arate ci pseudosfera ¥ = Imr, unde

T (O,g) x R — R3,

. . T U
r(u,v) = (cosucosv,cosusmv,smu —1In {tan (Z + 5)]) )

este un spatiu cu curburd constanti megativi. Sa se determine liniile de
curbura si liniile asimptotice ale pseudosferei 3.
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Rezolvare. In urma calculelor, deducem ca pseudosfera ¥ este carac-
terizatd de urmitorii coeficienti ai primei forme fundamentale: E = tan? u,
F = 0 si G = cos?u. Coeficientii celei de a-II-a forme fundamentale a
pseudosferei sunt [ = tanwu, m = 0 gi n = —sinwcosu. In concluzie, cur-
bura Gauss a pseudosferei ¥ are valoarea

In —m?

K=ge—mp=""

Liniile de curbura ale pseudosferei se gésesc rezolvand ecuatia diferentiala

dv\ 2 dv 1
(&) & .
=0 —=0&v=1v €R.
tan? u 0 cos?u du
tanu 0 —sinucosu

Prin urmare, liniile de curbura ale pseudosferei ¥ coincid cu liniile de coor-

donate
cu(t) =7r(t,v), t € (0,7/2), vo € R.

Ecuatia diferentiala a liniilor asimptotice este

. dv\ 2 dv 1
—sinucosu | — | +tanu=0& — =F &
du du cosu
1+taumE
< ov(u) =Fln C’-—% , C>0.
1—tan§

Rezultd ca liniile asimptotice ale pseudosferei sunt

E(t)zr(t,:Fln [C-tan <%+%>:|) te (0,%), C > 0.

| |
Problema 11.2.15 Se considerd suprafata cilindrica 2 = Imr, unde
riR* =R r(u,0) = (f(u),g(u),v), f,g€C*R).

Sa se arate ca geodezicele cilindrului 3 sunt elice cilindrice.
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Rezolvare. Prin derivari partiale succesive, gasim

Tu = (flvglv O)a Ty = (0,0, 1)a
Tuu = (f//7 9”7 0)7 Tuy = Ty = (0, 0, 0)

Rezultd cd, in urma calculelor, obtinem 7, x r, = (¢’, —f',0) si
dv , , dv
ru_Frvdu_(f’g’du)’

d?v dv dv\? d?v
VT o [N 2 uv 7 v | 7 = ”7 ”a— .
’ du? + Tuu 27 du T <du> <f g du2>

In aceste conditii, ecuatia diferentials a geodezicelor cilindrului ¥ este

dv
g y
) d d?v
d*v :0<:>_'U 1 el VAN 2 12 =0.
g o du(ff +99") du2(f +97)
g —f 0

Rezolvand ecuatia anterioara, deducem ca
dU ! 1 92 2717 dU 2 2

In final, prin integrare, gasim ca

o) =€ [ VIO TR mdr, €20, w ek
uo
Cu alte cuvinte, geodezicele cilindrului ¥ sunt curbele

ct) =rt,v() = (f(t),9(t),0(), teR.

Efectuand eventual o reparametrizare, putem presupune ca geodezicele
cilindrului 3 sunt parametrizate prin lungimea de arc. Cu alte cuvinte,
putem presupune fara a restrange generalitatea ca

/ / o 1
720+ 4%0) = s

, VT eR.

In aceste conditii, geodezicele cilindrului ¥ sunt date de curbele

2%>=<ﬂ@gwx—zgigwuw)
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ale cdror vectori vitezs sunt &(s) = (f'(s),d'(s),C/v/C? + 1). In concluzie,

unghiul @ dintre vectorul viteza ¢(s) si axa fixa Oz este constant:

: C
0= &(5), (0,0,1)) = . —
arccos (¢(s), ( )) = arccos =

Cu alte cuvinte, rezultd ca geodezicele cilindrului ¥ sunt elice cilindrice. m

11.3 Probleme propuse

Problema 11.3.1 Sa se scrie ecuatiile parametrice ale wurmdatoarelor
suprafete definite implicit:

a) Y1 : (x—20)%2+(y—w0)? +(2—20)% = R%, unde (w0, 30, 20) € R3, R > 0,
(sfera);

2 N2 URY

by £ L0l Wl EZ20) 4y o unde (a0, 0, 20) € R
a,b,c > 0, (hiperboloid cu doud panze);

_ 2 _ 2
c) X3 : (z 2580) + y b2y0) = 2pz, unde (x9,70) € R2, a,b,p > 0,

(pambolgid eliptic).
R. a) ¥; = Im7y, unde 1 : [0,27) x [0,7) C R? — R3,
r1(u,v) = (xg + Rcosusinv, yg + Rsinusinv, zy + Rcosv);
b) ¥y =Imri UImr, unde r%’Q :R x [0,27) C R? — R3,
1,2

ry"(u,v) = (2o + asinhucos v, yo + bsinh usinv, zg & ¢ coshv);

c) ¥3 = Imrs, unde r3 : R x [0,27) C R? — R3,
.u?
r3(u,v) = | g+ aucosv,yp + businv, o )
D

Problema 11.3.2 Sa se determine ecuatiile carteziene implicite ale
suprafetelor parametrizate:

a) X1 =1Imry, 71(u,v) = (ucosv,usinv,v), (u,v) € R?, (elicoidul drept);

b) ¥y = Imrg, unde o : [1,00) x [0,27) — R3,

ro(u,v) = (u cosv,usinv,In (u +Vu? — 1)) , (catenoidul);
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c) X3 = Imrs, unde r3 : R x [0,27) — R3,
r3(u,v) = (u+ cosv,u — sinv, —u), (cilindru eliptic).

R. a) X1 : 2%sin? 2 — y? cos? z = 0;

b)Xpiz=In (Va2 +/aP TP 1), 2% 4P 2

c) Yz (@+2)%+ (y+2)2=1

Problema 11.3.3 Se da suprafata ¥ : 23 +vy3 +23 = R3, R > 0, si punctul
M/(a,b,c) pe ¥, unde a,b,c > 0.

a) Sa se scrie ecuatia planului tangent si a dreptei normale in M la %;

b) Sa se gaseasca locul geometric descris de punctul M cand planul tangent
trece prin punctul fix N(1,1,1);

¢) Daca A, B gi C sunt punctele in care planul tangent in M la 3 inter-
secteaza axele Ox, Oy si Oz, sa se demonstreze egalitatea

a b c

+ + =
loAl[ ~ JloB]] ~ [lod]|

1.

r—a -b z—c
R. a) TyY : a?x + b2y + c?2 — R =0, NyX : " :yb2 =5

b) Locul geometric este curba situata la intersectia surafetei ¥ cu sfera
centratd in originea 0(0,0,0) si de raz& RvVR > 0, de ecuatie

a? +y* + 22 = R

c) Avem A(R3/a%,0,0), B(0, R3/b?,0) si C(0,0, R3/c?). Relatia ceruta
este acum imediata.

Problema 11.3.4 Fie suprafata parametrizatd 3 : x = ucosv, y = usinwv,
z = Rsin2v, R € R*, gi fie punctul M (u = a,v =0b) pe X, unde a,b € R.

a) Sa se scrie ecuatiile planului tangent gi dreptei normale in M la ¥;

b) Sa se gaseasca ecuatiile curbei de intersectie dintre suprafata ¥ gi planul
tangent in punctul M,

c) Sa se studieze natura acestei curbe pentru b =0 i a # 0. In ce caz este
ea un cerc?
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R.a) TyX : [2Rsinbcos2b] -z —[2Rcosbcos2b]-y+a-z—aRsin2b = 0,

NS - xr—acosb  y—asinb  z— Rsin2b
M= oRsinbcos2b —2Rcosbcos2b a ’
. C . 2Rxy
b) Ecuatia implicitd a suprafetei este ¥ : z = R (z,y) # (0,0).
€z Yy

Rezulta ca ecuatiile implicite ale curbei cautate sunt

[2Rsinbcos2b] - & — [2Rcosbcos2b] -y +a-z—aRsin2b =0
Cap: 2Rxy
z= (z,y) # (0,0).

a2 4 y?’

c¢) Luand b = 0 si a # 0, curba de intersectie are ecuatiile

—2Ry+az=0
Cap : 2Rxy
z= ma (z,y) # (0,0),
care reprezintd reuniunea dintre axa Oz\{0(0,0,0)} si curba plana
2R
z=—"y
a

a (12

2
_Z 2
(x 2) =7
O parametrizare a curbei plane C este data de
c(t) = (% + gcost, % sint, Rsint) .
Deoarece curbura curbei C este
2(,2 4R2

K(t) = a*(a® +4R?) ’

2(a? + 4R? cos? t)3/2

adicd este neconstantd, rezultd cd curba C nu este niciodatd un cerc.

Problema 11.3.5 Sa se calculeze elementul de arie pentru banda lui
Mobius Y1 = Imry, unde

11
r1 2 [0,27] x [—5,5] — R3,

ri(u,v) = (cosu + v cos u cos 5 sinu + vsinu cos 58I 5) ,
precum §i pentru suprafata

Yo (2t 4+ —4)2+ (2 -4 =1
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R. a) Elementul de arie al benzii lui Mobius este

doi = ‘COS%‘ . \/1 + QUCOS% + <v2 + i) cos? %dudv;
b) O parametrizare a suprafetei Yo este
r9 : [0,27] x [0,27] — R3,
unde

ro(u,v) = (V4 cosu - cosv, 4+ cosu - sinv, 44 sinu) .

Prin urmare, in urma calculelor, gasim elementul de arie

B V1+15cos2u + 4cosdu

dog 5

dudv.

Problema 11.3.6 Se considerd suprafata ¥ = Imr, unde r : R? — R3,

u? v?
r(u,v) = ?Jrv,? + u,uv | .

Sa se arate ca:

a) Binormalele ridicatelor curbelor C : v = vy, vo € R, sunt paralele cu un
plan fiz din spatiu;

b) Fiecare curba C : v = vy are raza de curburda minima in punctul sau de
intersectie cu linia de coordonate oblinutd prin ridicarea pe suprafata
Y a curbei plane Ov : u = 0;

¢) Ridicata curbei plane C' :u = v este o curbd pland pe suprafata Y.

R. a) Ridicatele curbelor C : v = vg, vg € R, sunt curbele

~ t2 v3
C(t) = 5 +Q)0,3 +t,tvo s

care au binormalele constante

B(t) = ———— - (0,00, -1).
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b) Raza de curburd a curbei plane ¢(t) este
(2 +1+3)%?

care are un minim in punctul P(t = 0) = P(u = 0,v = vg) = P(vo,v3/2,0).
¢) Ridicata curbei C' : u = v este curba

t2 t2 9
t)=(—=+t, = +1,1
0= (Fe5+ue).

care are imaginea inclusa in planul 7 : z —y = 0.

R(t) =

o

Problema 11.3.7 Sa se arate ca suprafata ¥ = Imr, r: R x R* — R3,

( 1 1 2u>
T(U,’U): U+ —u——— |,
v v
este dublu riglata si sa se determine liniile ei de coordonate.
R. Suprafata ¥ este paraboloidul hiperbolic (suprafatd dublu riglata)

¥ : 22 —y? = 2z. Liniile de coordonate prin punctul P(u = ug, v = vp), unde
(uo,vp) € R x R*, sunt curbele

~ 1 1 2(up+t
a(t) = <u0+t+—,uo+t——,w>
vo vw' v

si

N(t) + 1 1 QUQ
C = U, uog — .
2 O ot Y g+t ug+t

Problema 11.3.8 Sa se demonstreze ca liniile de coordonate ale sferei i
ale torului circular sunt curbe ortogonale pe suprafata.

R.. Unghiul dintre liniile de coordonate este determinat de formula

cosf = F
VEG’

Deoarece pentru ambele suprafete (sfera si torul circular) avem F' = 0,
rezultd ceea ce aveam de demonstrat.
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Problema 11.3.9 Pe elicoidul drept ¥ = Imr, unde

r(u,v) = (ucosv,usinv,v), (u,v) € R
se considerd triunghiul curbiliniu ANABC' determinat de ridicatele pe
suprafatd a curbelor plane

Ci:u=0, Cy:v=0, C3:u+v=1.

Sa se calculeze perimetrul, unghiurile si aria triunghiului curbiliniu ANABC.

R. Daca luam A(u = 0,v =0), B(u =1,v=0), C(u = 0,v = 1), atunci
avem:

~ ~ 3 ~ 3
A:g,B:arccosi,C': .

3 4
3In(1++v2)+2 -2
Apape = 5 ;

Paasc = [(AB) + 1(AC) 1 1(BC) = 220+ V3) z 4-ln2+v3

Problema 11.3.10 Sa se calculeze perimetrul si unghiurile paralelogramu-
lui curbiliniu ABCD determinat prin ridicarea pe suprafata ¥ = Imr, unde

r(u,v) = (u? — v u?, u?0®),  (u,v) € R?
a curbelor plane
Ci:u=0, Co:u=1, C3:v=0, Cyp:v=2.

R. Daca luam A(u = 0,v = 0), B(u = 1,v = 0), C(u
D(u = 0,v = 2), atunci avem:

I
\:—‘
<

I
)
e

i=B=b=1, a:\%
Papcp = (AB) + [(BC) + 1(CD) + I(AD) =
100 + 27v/2 + 804/10 + 27/66
- 27 '
Problema 11.3.11 Sa se determine curbele de pe catenoidul > = Imr
definit prin v : (1,00) x (0,27) — R3,

ro(u,v) = (ucosv,usinv,ln (u + Vu2 — 1)) ,
care intersecteaza ridicatele curbelor C : v = vy sub un unghi constant

0 =0 c {Og}
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R. Curbele cautate sunt ridicatele curbelor plane C : v = v(u), unde

- (u—ug) + O ((u—ug)?), up > 1 arbitrar.
Problema 11.3.12 Sd se calculeze formele fundamentale ale suprafetei
Monge ¥ = Imr, unde

’I“(U,’U) = (u,v,f(u,v)), (u7 ’U) S RQa

stiind ca f € C%(R?).

. _ (1 fufe ) _ 1 (fw fw>
R.Aemg < fufU 1+f3 7b m fuv fvv ’

unde fu, fu, fuu, fuv $i foo sunt derivatele de ordinul intéi (respectiv al doilea)
ale functiei f.

Problema 11.3.13 Sa se gdseasca punctele ombilicale ale elipsoidului

2 2 2
Lz Y < _
E.§+b—2+g—1—0, a>b>c>0.
R. Daca consideram parametrizarea x = acosusinv, y = bsinusinv,
z = ccosv, (u,v) € [0,2m) x (0,7), gdsim patru puncte ombilicale:

[a? — b2 [c2 —1?
P1727374 (ia ma 0, +c C2 — a2> ;

Problema 11.3.14 Sad se demonstreze ca o suprafata > este un plan daca
$t numai dacd a doua forma fundamentald a suprafetei este nula.

R.”7” = 7 Daca planul 7 : Az 4+ By + Cz + D = 0 este imaginea
parametrizarii

r(u,v) = (u,v —D—Au—Bv
9 - ] C 9

unde C # 0 si (u,v) € R2, atunci, prin calcul, deducem ci | =m =n = 0.
7 <=7 S4a presupunem acum cd [ = m = n = 0 pentru orice punct al
unei suprafetei Y. Atunci avem

l:<’l“uu,N>:<’l“u,88—]Z> =0,
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Ty XT
unde N = ————

ON

— 1 ry. Analog, avem
ou

ON ON
m = <TUU7N> = - <Tu7%> = - <Tvv%> =0,

N
adicd — L r, si — L r,. Din relatia

ov ou

nz(rw,N>:<rU,8a—]Z> =0

ON
obtinem cad — L r,. Dacd tinem cont acum cd avem si egalitatile (prin
v
derivarea relatiei (N, N) = 1)

ON ON ON . ON

T T este versorul normal la suprafatd. Deducem ci avem
Ty X Ty

conchidem c&
ON B ON B

ou ov
Cu alte cuvinte, versorul normal N este un vector constant (nu depinde de
punctul de pe suprafati).
Fie acum Py = r(up,vp) un punct fixat pe suprafata ¥ = Imr i fie
P = r(u,v) un punct arbitrar al suprafetei. Sa notdm p = (P — Py, N).
Evident, prin derivarea functiei p, gisim

0.

Ip op
2 = (ry, N)=0s§i — = (ry, N) =0,

o (Tus N) S1 90 (rv, N)
adicd p = C - constant. Luand P = Py, gisim C' = 0, adica (P — Py, N) =0
pentru orice punct al suprafetei ¥. Aceasta nu este altceva decit ecuatia
vectoriald a unui plan de normala N.

Problema 11.3.15 Sa se demonstreze ca o suprafata Y. este total ombili-
cald dacd gi numai daca este o sfera.

R. Am demonstrat la Probleme Rezolvate ca sfera este o suprafata total
ombilicald. Reciproc, s& presupunem ci toate punctele unei suprafete > sunt
ombilicale, adica avem

v_F
l m

3Q

=a#0
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pentru orice punct al suprafetei. Vom arata pentru inceput ca a = a -
constant. Cum avem

N\ ON\__/ ON\ /N
= Tus o , M= Tu, ow /- Tv, o , = Tv, ERWA

rezulta ca
ON . ON
Ty +o-——,ry ) =081 (ry +a-——,1ry ) =0,
ou ou

+ ON 0
Tyt — =
“ Ju
(altfel 7, + - ON/Ou ar fi coliniar cu normala, ceea ce este absurd deoarece
el se afld in planul tangent). Analog, obtinem
ON

vt a-——=0.
Ty + & 90

Derivand acum functia r,, +«-9N/Ju in raport cu v si functia r, +a-ON /v
in raport cu u, deducem egalitatea

oo ON _0a ON

ou Ov Ov Ou

adica

sau

O O

% Ty = % Ty
Dacd da/0u si Oa/Ov ar fi nenuli, atunci 7, si 7, ar fi coliniari, ceea ce
implici N = 0 (absurd!). In concluzie, avem da/0u = da/Ov = 0, adici
« = a - constant.

Integrand acum relatiile r,, + a - ON/Ou = 0 si 7, + a - IN/Jv, gisim

r =19 —a- N, unde 79 este o constantd de integrare si ||N(u,v)|| = 1.
Aceasta este ecuatia parametrica a sferei de raza R = |a| si centru Py = ry.

Problema 11.3.16 Sa se demonstreze ca o suprafata > este un cilindru
circular daca i numai daca coeficientii celor doua forme fundamentale ale
suprafetei sunt constanti.

R.” =7 Considerand cilindrul circular r(u,v) = (cosu,sinu,v), prin
calcul, obtinem £ =1, F =0si G=1, respectivi=—-1, m=0sin=0.

7 <= 7 Reciproc, s& presupunem cd o suprafatd X are coeficientii
formelor fundamentale constanti. Atunci, avem relatiile (deduse prin de-
rivari)

Tuw =10 N, Ty =m - N, ryy =n- N,
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care implicd (prin reducere la absurd) ry, = 0.

Deoarece forma a-II-a fundamentald nu este identic nulé, presupunem cé
[ # 0. Atunci, tot prin reducere la absurd, deducem c& r,, = 0.

Prin urmare, tinand cont si de faptul ca (r,,r,) = F - constant, deducem
ca aplicatia r are o expresie de forma

r(u,v) = (z0+av+VE cos0sinu, yo+bv—v'E cos 0 cos u, zo+cv+VE sin ),

unde (a,b,c) € R3, (z0,v0,20) € R3 s 0 € [0,27]\{7/2,37/2} sunt con-
stante.

Punand conditia ca vectorii ry,, si N si fie coliniari, nenuli, gdsim valorile
a=0b=0sic=1, adicd avem

r(u,v) = (w0 + VE cosOsinu, yo — VE cos 0 cosu, 2o + lv + VE sin6).
Aceasta este ecuatia parametrica a cilindrului circular
Y (z—m0)? 4+ (y—yo)? = Ecos®0, z € R.

Problema 11.3.17 Sa se calculeze curburile principale ale suprafetelor im-
plicite X1 : z = e*tY — 1, Y9 : z = In(cosx) — In(cosy) §i X3 : 2z = (z + 3y)>.

26u+v
[1+ 2e2(u+v)]3/ 2’

V(1 + tan?u)(1 + tan?v)
1+ tan?u + tan?v '
60(u + 3v)
[1+ 90(u + 3v)4*/%

R.a) K’ =0, K>' =

b) K13 =+

) Ki* =0, Ky° =

Problema 11.3.18 Fie suprafata Titeica 3 : xyz = 1. Sa se demonstreze
ca existd un punct fix Py din spatiu, care are proprietatea

K(P)
m =const, V P e,

unde K este curbura Gauss a suprafetei Titeica.

R. Ludm punctul Py exact originea O(0, 0,0) a sistemului de axe. Atunci
avem

KP) 1
—[d(O,TPE)]4 —2—7, VY Pel.
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Problema 11.3.19 Sa se gaseasca punctele planare ale suprafetei > =
Imr, unde r : R? — R3,

r(u,v) = (cosu + cosv,sinu + sinwv, u — v).

R. Punctele planare (i. e., H(P) = K(P) = 0) ale suprafetei ¥ = Imr
sunt punctele de pe ridicatele curbelor plane Cy : u —v = 2k + 1)7, k € Z.

Problema 11.3.20 Sa gaseasca punctele planare ale suprafetei
Yixdy=2>

R. Punctele planare ale suprafetei 3 sunt punctele de pe dreapta (a doua
bisectoare) d:x +y =0, z=0.

Problema 11.3.21 Sad se studieze natura punctelor suprafetei 3 = Imr,
unde r : R\{1} x (0,27) — R3,

r(u,v) = ((1 —u)cosv, (1 —u)sinv, u).
R. Toate punctele suprafetei > = Imr sunt parabolice.

Problema 11.3.22 Sa se demonstreze cd suprafata lui Enneper ¥ =
Imr, unde r : R? — R3,

u? v3
r(u,v) = <u§+uv2,vg +u2v,u2v2>

este o suprafatd minimald.

R. Prin calcul direct, se arata ca G —2mF +nkE = 0, ceea ce inseamna
cd H = 0. Cu alte cuvinte, suprafata lui Enneper este o suprafatd minimals.

Problema 11.3.23 Sad se calculeze curbura medie a suprafetei ¥ = Imr,
unde 7 : [(0,2m)\{7}] x (0,27) — R3,

r(u,v) = (sinucos v, sinusinv, 2 cos u).
Este 33 o suprafatd minimala?

R. Suprafata ¥ nu este minimald. Curbura medie este

_ 2+43sin’u € (0.7)
o) (1+3sinZup2’ T
u,v) =
2 in?
+ 3sin“u we (r,2m).

(14 3sin?u)3/2’
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Problema 11.3.24 Sd se determine functia F € C?*(R) astfel incat
suprafata conoida

Z:zzF(%), x #0,

sa fie minimala.
R. F(t) = Cy + C - arctant, unde C; € R, C > 0.

Problema 11.3.25 Sa se gaseasca liniile asimptotice ale suprafetei para-
metrizate ¥ = Imr, unde 7 : (0,00) x R — R3,

r(u,v) = (u, uwv,v + Inw).

R. Liniile asimptotice sunt ridicatele curbelor plane

Cctvzi C>0, u>0.

N

Problema 11.3.26 Sd se gaseasca liniile asimptotice gi liniile de curbura
ale suprafetei de rotatie ¥ = Imr, unde r : (0,00) x (0,27) — R3,

r(u,v) = (ucosv,usinv, Inw).
R. Liniile asimptotice sunt ridicatele curbelor plane
Co:v==xIn(C-u), C>0,
unde u > 0 si v € (0,27). Liniile de curburd sunt ridicatele curbelor plane
Cuo 1 v =10, vo € (0,2m).
Problema 11.3.27 Se considerd suprafata ¥ = Imr, unde r : R> — R3,
r(u,v) = (3u+ 3uw? — u?, 3v + 3u®v — 03, 3(u? — v?)).

Sa se determine lintile asimptotice i liniile de curburd ale suprafetei 3. Sa
se arate ca lintile de curburd sunt curbe plane.

R. Liniile asimptotice sunt ridicatele curbelor plane

Coiv==u+C, CEeR,
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adicd sunt curbele in spatiu E?Q(u) = (fo(u), Yo (1), 2102(u)), unde

2$y(u) = 3u+ 3u(C £ u)? — (C £ u),
y$o(u) = 3(C +u) + 3u*(C £ u) — (C +u),

)

205 (u) =3 [u? — (C +u)?].

Liniile de curbura sunt ridicatele curbelor plane
Cvo : V=10, vg €R,

adica sunt curbele in spatiu

Coo (1) = (3u + 3uvd — u?, 3vg + 3uvy — v, 3(u? — v3)).

In continuare, se arata ca pentru aceste curbe in spatiu 7 = 0, adica
curbele ¢,, sunt curbe plane.

Problema 11.3.28 Sa se demonstreze ca drumul cel mai scurt dintre doud
puncte distincte situate in plan este segmentul de dreaptda care le uneste.

R. Considerand planul parametrizat r(u,v) = (u,v,au + bv + ¢), unde
a,b,c € R, deducem ci ecuatia diferentiald a geodezicelor planului este

dv dv

1 T a—i—b@ )

0 d*v b@ :0(:)(1+a2+b2)-%:0.
du? du?

—a —b 1

Integrand, gasim ca geodezicele planului sunt ridicatele curbelor plane
Cop:v=oau+ B, a,f € R, adica sunt curbele in spatiu

Cap(t) = (u,au+ B, (a+ ab)u +bB + ¢).
Aceste curbe (geodezice) sunt exact dreptele de ecuatii
y=az+p
dog :
z=(a+ab)z+b5+c

Problema 11.3.29 Sad se arate ci geodezicele sferei sunt eract cercurile
sale ecuatoriale.
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R. Daca considerim sfera parametrizatd > = Imr, unde

r:(0,2m) x (—g, g) — R3, 7(u,v) = (Rcosucosv, Rsinucosv, Rsinv),

deducem, printr-un calcul laborios, ca ecuatia diferentiala a geodezicelor
sferei este

cos i + 2si dv’ + sin v cos? 0
V= mov { — 11 v v =U.
du? du

Prin urmare, geodezicele sferei sunt curbele in spatiu, de forma
c(u) = (Rcosucosv(u), Rsinucosv(u), Rsinv(u)),

unde functia v(u) este solutie a ecuatiei de mai sus a geodezicelor.

In continuare, se aratd ci aceste geodezice (ca si curbe in spatiu) au
curbura constantd K = 1/R > 0 si torsiunea constant nuld 7 = 0. Cu alte
cuvinte, ele sunt cercuri ecuatoriale.
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